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4.1.- Introduccion

Los nimeros complejos conforman un grupo de cifras resultantes de la suma entre un nimero real y
uno de tipo imaginario. Un nimero real, de acuerdo a la definicién, es aquel que puede ser expresado por un (4,
15, 2686) o decimal (1,25; 38,1236; 29854,152). En cambio, un nimero imaginario es aquél cuyo cuadrado es
negativo. El concepto de nimero imaginario fue desarrollado por Leonard Euler en 1.777, cuando le otorgd a

J-1 el nombre de i (de “imaginario”).

La nocién de nimero complejo aparece ante la imposibilidad de los nimeros reales de
Inaginary Hurmbers Chart abarcar a las raices de orden par del conjunto de los nimeros negativos. Los nimeros
complejos pueden, por lo tanto, reflejar a todas las raices de los polinomios, algo

= que los nimeros reales no estan en condiciones de hacer.

g Gracias a esta particularidad, los nimeros complejos se emplean en diversos campos de
B3 las matematicas, en la fisica y en la ingenierfa. Por su capacidad para representar la
corriente eléctrica v las ondas electromagnéticas, por citar un caso, son utilizados con
frecuencia en la electrénica y las telecomunicaciones. Y es que el llamado anélisis

i?=-1 complejo, o sea la teoria de las funciones de este tipo, se considera una de las facetas mas
o=y ricas de las matematicas.

=1

ST Cabe resaltar que el cuerpo de cada nimero real estd formado por pares ordenados (a,

b). El primer componente (a) es la parte real, mientras que el sequndo componente (b) es
la parte imaginaria. Los nimeros imaginarios puros son aquellos que sélo estan
The pattern contines... formados por la parte imaginaria (por lo tanto, a=0).

Los numeros complejos componen el denominado cuerpo complejo (C). Cuando el componente real a es
identificado con el correspondiente complejo (a, 0), el cuerpo de estos niimeros reales (R ) se transforma en un
subcuerpo de C . Por otra parte, C conforma un espacio vectorial de dos dimensiones sobre R . Esto demuestra
que los niimeros complejos no admiten la posibilidad de mantener un orden, a diferencia de los nimeros reales.

Historia de los niimeros complejos

,Ya desde gl sigl(? [ antes de Cristo, algunos matematicos griegosj como @ LENGUAJE MATEMATICO <~
ser Herén de Alejandria, comenzaron a esbozar el concepto de nimeros

complejos, ante dificultades para construir una piramide. Sin embargo, Los numeros complejos suelen re-
recién en el siglo XVI empezaron a ocupar un lugar importante para la ciencia; presentarse con la letra 2.

en ese momento, un grupo de personas buscaba férmulas para obtener las A la parte real de un nimero com-
raices de los polinomios de grados 2 v 3. plejo a la llamaremos Re(z), mien-

tras que a la parte imaginaria b la

. . 2 . . llamaremos Im(z).
En primer lugar, su interés era dar con las raices reales de las ecuaciones antes

mencionadas; sin embargo, también debieron enfrentarse a las raices de El conjunto de los numeros comple-

, . .1 2 Las . . . . jos se simboliza mediante la letra C.
nimeros negativos. El famoso filésofo, matematico vy fisico de origen francés
Descartes fue quien creé el término de nimeros imaginarios en el siglo XVII, y
recién mas de 100 afios més tarde seria aceptado el concepto de los complejos. Sin embargo, fue necesario que
Gauss, cientifico aleman, lo redescubriera un tiempo después para que éste recibiera la atencién que merecia.

El Plano Complejo

Para interpretar de manera geométrica los nimeros complejos es necesario valerse de un plano complejo.
En el caso de su suma, ésta puede ser relacionada con la de los vectores, mientras que su multiplicacién es posible
expresarla mediante coordenadas polares, con las siguientes caracteristicas:

¢ la magnitud de su producto es la multiplicacién de las magnitudes de los términos;
e el angulo que va desde el eje real del producto resulta de la suma de los dngulos de los términos.

A la hora de representar las posiciones de los polos y los ceros de una funcién en un plano complejo, a menudo se
utilizan los denominados diagramas de Argand.



4.2.- Forma binémica del nimero complejo

4.2.1.- Necesidad de ampliar el conjunto de los nitmeros reales.

Al resolver algunas ecuaciones de segundo grado con coeficientes reales se obtienen soluciones o raices
que no son numeros reales, porque hay que hallar la raiz cuadrada de un nimero negativo. Para resolver estas
ecuaciones se necesita ampliar el conjunto de los niimeros reales.

. 4+16-4113 4+-36 AR
B 2 2

Ejemplo: x* -4x+13=0 —

4.2.2.- La unidad Imaginaria.

Para poder resolver estas ecuaciones, necesitamos introducir el concepto de unidad imaginaria. Llamamos
unidad imaginaria a \/-1 y se representa por la letra i (i viene de imaginario).

i=v-1

Utilizando esta definicién, ya podemos hallar las raices cuadradas de los nimeros negativos, y por tanto resolver
las ecuaciones de segundo grado con discriminante negativo que desde la ESO no podemos resolver.

Asi que continuando con el ejemplo anterior, ya podemos encontrar sus soluciones:

. 4+16-4113 4+J-36 4+\36(-1) 4+6J-1 4+6i _{xl =2+3i

? 4x+13=0
o 2 2 2 2 2 |x,=2-3

4.2.3.- El conjunto de los niimeros complejos.

A partir del conjunto de los nimeros reales, se define el conjunto de los nimeros complejos de la
siguiente manera:

<C={z=a+bi /a,be]R,i=\/—_1}

4.2.3.1.- Forma Binémica de un niimero Com

Llamamos forma binémica de un nimero complejo a la
expresion a+bi , donde a es la parte real y b es la parte imaginaria. Z =2+ bi <<—=——j = unidad imaginaria
También llamadas componente real y componente imaginaria. -‘ i

Parte r@ (Parte imaginarij]
e Si la parte imaginaria de un nimero complejo es nula, \\_ J_
b=0, entonces el nimero es real, por lo que podemos Ejemplo: Z=8+12i <=
decir que los nimeros reales estan contenidos en los —
nimeros complejos.

e Si la parte real de un ntimero complejo es nula, a=0, decimos
Complejos que el nimero es imaginario puro.

Imaginarios Reales R

¢ Dos nimeros complejos son iguales si tienen la misma parte real

y la misma parte imaginaria.
Irracionales Racionales @
. . a=c¢
Fraccionarios Enteros 7 a+bi=c+di <>
b=d
Enteros 0 Naturales
negativos Cero N




4.2.4.- Representacion grafica de un niimero Complejo.

Los nimeros complejos se representan en unos ejes de coordenados en szaiel
el plano, que se llama plano complejo o plano de Gauss. La parte real se
representa en el eje de abscisas X, que recibe el nombre de eje real, y la parte
imaginaria en el eje de ordenadas Y, que llamamos eje imaginario.

El nimero complejo z=a+Dbi se puede representar como un punto de
coordenadas P(a,b) (llamado afijo) o como un vector de origen en el (0,0) y
extremo en (a,b). 2= 3-5ie o 223-50

4.3.- Operaciones con nimeros complejos en forma binémica

4.3.1.- Suma y resta de niimeros complejos.

Sean z, =a+bi y z, = c+di dos nimeros complejos, para sumar o restarlos en forma binémica se suman

o restan las partes reales y las partes imaginarias.

z,+z,=(a+bi)t(c+di)=(atc) + (bxd) i

parte real parte imaginaria

El opuesto de un nimero complejo se halla cambiando el signo de la parte real y de la parte imaginaria.
Si dos nimeros complejos son opuestos, su representacion gréfica es simétrica respecto del origen de coordenadas.

4.3.2.- Producto de niimeros complejos.

Sean z, =a+bi y z, =c+di dos nimeros complejos, para multiplicar nimeros complejos en forma

bindémica, se multiplican como si fueran binomios, teniendo en cuenta que i?=-1.

2,2, = (a+bi)(c+di)=ac +adi+bci+bdi’ = (ac—bd) + (ad+bc)i

parte real parte imaginaria

4.3.3.- Conjugado de un niimero complejo.

El conjugado de un nimero complejo es el que se obtiene al cambiar el signo de su parte i 1magmar1a Se
representa por z . Si dos nimeros complejos son conjugados, su representacién
gréfica es simétrica respecto del eje de abscisas, o eje real.

z=3+5i

z=a+bi — zZ=a-bi

El producto de un nimero complejo z por su conjugado z es un nimero real y es
igual a la suma de los cuadrados de la parte real y la imaginaria.

2=3-51

Z.E=a2 +b2 2= -3- 6

4.3.4.- Division de nitmeros complejos.

Sean z =a+bi y z,=c+di dos nimeros complejos, para dividir nimeros complejos en forma
binémica, se multiplica el numerador y el denominador por el conjugado del denominador.

2, _a+bi _a+bic—di _(ac+bd)+(bc-ad)i (ac+bd) (bc—ad).i

= = = = +
z, c+di c+dic—di c? +d? c+d* P +d’
4.3.4.1.- Inverso de un nitmero complejo:

a—bi

Sea z =a+ bi un nimero complejo, no nulo, denotamos z™* al inverso de z y se calcula: z™* = T
a +



4.3.5.- Potencias de la unidad imaginaria.

Haciendo las sucesivas potencias de la unidad imaginaria se obtiene:

i =i P eri=1 i’ =i%i=i P ==
i =ii=-1 i =ii=ii=-1 i =iYi=ii=-1 i =ii=ii=-1
i =i%i=-1i=—i i =i%i=-1i=—i i =i'% = —Ti=—i i =i"i=-li=—i
it =% = (-1)(-1) =1 P i =Jal=1 i =i =11=1 1 =P =Tl =11
5 .
i el . . . - .
—F i 2|7 Para calcular cualquier otra potencia de i, basta con dividir la potencia entre cuatro y
i =+ 2|7 observar el resto. El resultado es i elevado al resto.
PL N ] o J0
i [}
¥ eaz | il . 322 | &
i ‘| i | Porejemplo:
0 y o2 ,
o Lol .322 _ .resto de la division __ :2 __ 1 02 80
i a5 P l =1 =1 =-
i wed |0 i @
i 1244 'I

4.4.- Propiedades algebraicas de los nimeros complejos

El conjunto de los nliimeros complejos con las operaciones de suma y producto tiene estructura de cuerpo
conmutativo, es decir, que verifica las siguientes propiedades:

I.  Propiedad asociativa de la suma: (z1 + 22) +2z,=2, + (22 +2z,) |, Vz,2,2,eC
II.  Propiedad conmutativa de la suma: z, +z,=2,+2z, , Vz,2,eC
III.  Existencia de elemento neutro conlasuma: z+0=0+2z =2z, donde 0 =0+ 0

IV. Existencia de elemento opuesto: Vz = (a + b'i) € C 3 —zeC, definido como —z =-a—b-i ytal que

verifica: z + (—z) =0

V.  Propiedad asociativa del producto: (zl'z2 )'23 =z, '(22'23) ,  Vz,2,,2,eC
VI.  Propiedad conmutativa del producto: z,'z,=2,2z, , Vz,z,eC
VII.  Existencia de elemento neutro con el producto: z1=1z=2z,donde 1=1+0i
VIIIL. Existencia de elemento inverso: Vz = (a + b'i) eC’ 3z eC, definido como z!= % = % y tal
que verifica: zz ' =1
IX. Propiedad distributiva con respecto a la suma: zl'(z2 + 23) =2,'2,+2,2, , V2,2,2,€C

El cuerpo de los nimeros complejos es algebraicamente cerrado. Esto significa que cualquier
polinomio de grado n, mayor o igual que 1, con coeficientes reales o complejos tiene al menos una raiz
compleja. Este resultado se conoce como Teorema Fundamental de Algebra y fue probado por Gauss
en 1799.

Como consecuencia de este teorema se tiene que cada polinomio de grado n, con coeficientes reales,
tiene exactamente n raices en el campo complejo no necesariamente distintas.

4.5.- Forma Polar y trigonométrica de un nimero complejo

4.5.1.- Forma Polar:

Como hemos visto con anterioridad, podemos representar un nimero complejo con un vector.



Im o Llamamos médulo de un nimero complejo z = a + bi , y se designa por
A ||z|| a la longitud del segmento que lo representa en el plano de Gauss, es decir.

" Moédulo de un nlimero complejo es el médulo del vector que lo representa:
VY, =] = e+ p°

. . Llamamos argumento, y lo representamos por arg (z) , de un complejo

z, con z no nulo, al angulo que forma el vector con el eje real.

¥ P : . b
- : Podemos calcularlo mediante: tana = — I m
» Re a
0 x A

El argumento principal de un nimero complejo es el que estd comprendido
entre 0° y 360°. Se suele representar por Arg (z).

P2

e Si|z|=r v arg(z)=a , el nimero complejo se representa: Z =T,

Esta es la forma médulo-argumental o polar de describir un nimero /0- >» Re
complejo. k_/
Q1=@2+21

Observa que un nimero complejo admite infinitos argumentos:

o = T3601a = 172040 = 110804+ = «=+ooe

4.5.2.- Forma trigonométrica

La forma trigonométrica es una variante de la forma polar, porque Imaginary
también utiliza el médulo y el argumento. De la representacién grafica de un
nimero complejo, z =a+bi, y utilizando los conocimientos de trigonometria
que ya deberiamos haber adquirido, llegamos facilmente a:

8 X +yi
1

§y=rsin[-l
cosa = B

— a=rcosa -
— zZ=rcosa+risena = r(cosa + i'sena) 0 x=rcosd

sena = —  b=rsena

=~ |o = |a

Expresién que recibe el nombre de forma trigonométrica del nimero complejo z.

4.5.3.- Paso de una forma a otra

Para pasar de forma binémica a polar o trigonométrica, basta con hallar el médulo del nimero
complejo y su argumento, en otros casos tendremos que calcular a y b utilizando las razones trigonométricas.
Veamos esto con varios ejemplos:

Ejemplo 1: Expresa el nimero 3(cos 60°-i‘sen 60°) en forma binémica vy en forma polar.

No podemos poner directamente la forma polar, porque el signo del paréntesis tiene que ser positivo, y ahora es negativo, asi
que lo que haremos seré un cambio; puesto que cos(-a)=cosa y que sena=-sen(-a), podemos escribir:

3[005(—60") +isen(- 60°):| =3cos(—60°) + isen(-60°) = 3[; + l[_\z/gﬂ = % - %i

Que es su forma binémica.  Su forma polar serd: 3 . = 3,
Ejemplo 2: Expresa el niimero 4135 en forma binémica y en forma trigonométrica.

4135 lo podemos expresar rapidamente en forma trigonométrica 4135=4(cos135°+isen135°).

Sustituyendo el seno y el coseno de 135 por su valor, tenemos: 4,5; =4 (cos135° +isen135°) = 4[_\2/5 + ‘JZEJ =-2J2+2v2i quees

su forma binémica.




Ejemplo 3: Expresa el nimero z = J3-i en forma polar y en forma trigonométrica.

. . . =1 .
Lo primero es calcular su médulo: r=+/3+1=2 | su argumento lo calculamos mediante « = arc tanﬁ , tenemos dos &ngulos que

cumplen con esta tangente, los angulos de 150° y el de 330°. Como z tiene su afijo en el cuarto cuadrante, elegimos como argumento el de
330°, y por tanto su forma polar es: 2,,, , y su forma trigonométrica es 2(cos330+isen330).

z=+/3 —i=2(cos330 +i-5en330) = 2,4,

4.6.- Propiedades del modulo, del conjugado y del argumento de un complejo

Algunas de las propiedades del médulo, del conjugado y del argumento de un niimero complejo son:

L vz,,2z, € C z, +2,=2 +2, z,'2, = 2,2, z2,-2,=2 -2,
II. VvzeC z2=2 Arg(g) =-Arg(z) arg(g) =—arg(z)
. zeR <« z=z
- — z
V. vzweC  zz=ld  [d=ld |ew]=[ee] |7)= ﬁ

V. ||z||=0 « z=0

V. VvzeC Re(z) = 212 Im(z) = 252
2 2i
Vi vawee | fel-lul | <leul <[el-+ ol

4.7.- Operaciones con complejos en forma polar

El médulo y el argumento poco tiene que ver con los argumentos y los médulos de los sumandos.

4.7.1.- Producto de complejos en forma polar

Dados r, y r, dos nimeros complejos, el producto de ambos viene dado por: If*z,
r, T, =r(cosa +isena )r'(cos 3 +isenf) = r'r'[(cosa cos B — senarsenf3) —i(cosasenf3 — sen cosﬂ)] =
=rr'[cos(a + f)+isen(a+ B) | = (rr'),., 5T
Por tanto, el producto de dos nimeros complejos es otro nimero complejo tal que: g
¢  Su mddulo es el producto de los médulos. z,

e Su argumento es la suma de sus argumentos.

4

4.7.2.- Producto por un complejo de modulo 1

Al multiplicar un ntimero complejo z=r, por 1, ,

se produce un giro de dicho nimero complejo, z, un angulo

p alrededor del origen de coordenadas. ry
ra .1ﬂ = ra+,3
iEjampIns: e Par = B
V360" Topge = V3,00 = V3

13s*  '270° 450

Se puede generalizar a tres 0 mas complejos:

V3,500 * 24500 * V300 = B0 = B



4.7.3.- Division de dos nitmeros complejos

Dados r, y r, dos nimeros complejos, el cociente de ambos viene dado por:

r(cosa +isena) r (cosa+isena) (cosff—isenff) r (cosacos S +senasenf3)+i(senacos ff—senficosa)

T - -

r, " r'(cosf+isenf) r'(cos B +isenf) (cos B —isenfl) r' cos® B+ sen’ 8

- %[cos(a - B)+isen(a - f)] = (L'ja—ﬂ

r

Por tanto, La divisién de dos nliimeros complejos es otro niimero complejo tal que:

Su mddulo es el cociente de los médulos.

. . . . B
e Suargumento es la diferencia de los argumentos. Clemplos: ™= =2

r, [r 2m-:[£} z[ﬁ]
rﬂ_ r')op 200 \2 )0 \2 )

4.7.4.- Potencias de un niimero complejo

Al elevar un nimero complejo a una potencia natural, n, su médulo se eleva a n (1) y su argumento se
multiplica por a, (na) .

(ra )n Sl A A A SRR = (r'r'r'r' .........

Observacion: Los afijos de las potencias sucesivas de z =r, z% = (m2 )2 z° = (m3 )3 ... describen
a 124

espirales que se cierran si r<1, o se abren sir>1. Si r=1, describen una circunferencia.

y
ZQT y
10,6 z7
z 28
z3 19 \
. &
1tz
1 210 g —nia T 12(-
2 Wz z8 3 -1 S 1 3
Z4, 02 712 128 04 x
z4 5 3 f3
3 : z7 a3l Z Ejemplos:  (2,,.) =(2 }w o
z Iz
i Fig. 9.9. i 4
Fig. 9.8. Potencias de 2=1,2,, (V'E'ﬂﬁ“) =[(J§) l s =900 = 9400

Potencias de z2=10,8_,

4.7.4.1.- Formula de Moivre:

Sila formula (r,)" = (r” )na la expresamos en forma trigonométrica, obtenemos:
[r(cosa + isenoc)]n =" [cos(na) + icos(na)]
Sir=1, resulta la férmula de Moivre:
(cosa +isenat)" = cos(na) +icos(na)

Esta férmula nos permite obtener resultados trigonométricos ya conocidos de manera mas rapida. Por ejemplo si
n=2, aplicando la férmula de Moivre tenemos:

(cosa + isenoz)2 = cos(2a) +icos(2ar)
De donde desarrollando, llegamos a:
(cosa + isena)z = cos” @ +i”sena + 2isena cos @ = cos” a — sena + 2isena cos a = cos(2a) +icos(2a)
Si igualamos la parte real y la imaginaria:
cos2a = cos” a — sen‘a sen2a = 2sena cos

Que son las férmulas del angulo doble.



Ejercicio: Expresa cos(3a) v sen(3a) en funcién del seno y del coseno de o, ayudandote de la férmula de Moivre.

Sol: sin(3a)=sen(a)(4cos?a -1); cos(3a) =4cos’(a)-3cos a

4.8.- Radicacion de numeros complejos

Si n es un ndmero natural, se llama raiz n-ésima del niimero complejo z a todo nimero complejo z’ tal

que (z')" =z , se escribe Yz =2
. , .
Expresando los nimeros zy z' en forma polar, si z=r, vy 2z'=s
Yz=2' < 1fr=s, < r,=(s )n = r—(s")
- a T °p a —\°p a np

Por la igualdad de nimeros complejos en forma polar:
n S = Q/;

r,=(s") . = o + 360k

" np = a+ 360k f=""""00nk=0123,...,n-1

Observa que un niimero complejo z=r, :

e Tiene n raices n-ésimas (en particular un nimero real también tendra n raices n-ésimas, algunas de las
cuales pueden ser reales)

e Todas ellas tienen el mismo médulo, r y sus argumentos forman una progresién aritmética, de diferencia
360
— -

e Porlo tanto, si n>2, los afijos de dichas raices, son los vértices de un poligono regular de n lados, inscrito
en una circunferencia de radio el médulo comun. \

Por ejemplo, las raices cuartas de -16 son:

15 (Tomando k = 0)
135> (Tomando k =1)
905 (Tomando k = 2)
315» (Tomando k = 3)

4

2
2
ﬁ=m=(%)wz 9
2

Estas cuatro raices estan situadas sobre una circunferencia de radio 2 y son los vértices de un cuadrado inscrito en
ella.

Ejemplo 13: Hallar 38, e o N
i’ | *\ 24

2 |R=%"§=2 :;’\/“\.E

VB =Ry 1 9070360 _ 041200 k=02 = 307 AN ::

3 , : i

k=1-f=150° N

k=2-=270° P T

4.9.- Ecuaciones con nimeros complejos

A diferencia de lo que ocurria con las ecuaciones con coeficientes reales, en el conjunto de los nimeros
complejos siempre es posible encontrar las soluciones de cualquier ecuacién algebraica. Ademas, el nimero de
soluciones de una ecuacién, coincide con el grado de dicha ecuacién.

Este resultado fue demostrado por Gauss y recibe el nombre de Teorema fundamental del dlgebra,
que dice: “Toda ecuacién algebraica de grado n, con coeficientes reales o complejos, tiene n raices en el conjunto
de numeros complejos.”



Para resolver estas ecuaciones se utilizan los mismos recursos que si tuviesen coeficientes reales. Veamos algunos
ejemplos:
1) Para resolver la ecuacién (1 - 3i)'z = 2+ 5i basta con despejar la incégnita z. Su valor seré:

_2+51  _2+45i1+3i_13 11,
- 1-3i “1-3i1+3i 10 10'

2) Para resolver la ecuacién z® —2z+4 =0 puede factorizarse (por ejemplo usando Ruffini) y obtenemos:
z+2=0 z=-2
, =
z°-2z+2=0

la ecuacion tiene tres raices: z, = -2 z, =1+i z,=1-i

. por tanto,

(z+ 2)'(22 -2z + 2) =0 cuya solucién se halla resolviendo: {
z=1+i

3) Para resolver la ecuacién z* —81 =0 basta con despejar, obteniéndose:

3y =3
3o = 3i

z2=481 =481, =30, =1
° 3460k 3180° =-3
3700 = =3I

4.10.- Ejercicios resueltos

1.- Halla las soluciones de la ecuacién: z* + (1 = \/gl) =0

Despejando z, tenemos: z* = —1++/3i

V1243 =Va=2

Si escribimos —1++/3i, en forma polar: NE) , como estamos en el segundo cuadrante, arg
arg Z = arctan— = —60°

Z=120°, por tanto:

~1++/3i= 2,00

Iy’ L4 _(4
Por tanto, la ecuacién queda: z° =2,, — z= («/E )120+360k - '
4 sik=2; 2z =

2.- Caleula §/(v2)_

El médulo de dicho nimero complejo es: |z| =0 (\/5 ) =%2

Y el argumento es:

k=0 - =780 - z=(%2)
7° 30"
k=1 - ,=67°30" > 2z -(%2
67° 30"

— _ o ' _ (12
aserse0k K22 o @ =127°30" o A =(¥2)
6 k=3 > =18730" - z-(¥2)
k=4 - o =24730" - z-=(¥2)
k=5 - &=307°30" - z=(¥2)

Si representamos las soluciones, tenemos el gréafico de la derecha.



3.- Un rombo tiene su centro en el origen de coordenadas y su diagonal mayor de doble longitud que
su diagonal menor. Uno de los vértices de la diagonal menor es el punto correspondiente al nimero
complejo -2 + 3i. Averigua los dfijos correspondientes al resto de los vértices del rombo.

Si llamamos A al vértice -2+3i, como es un rombo (cuadrilatero) las
soluciones se diferencian en un argumento de 90°. Para conseguir el vértice B,
como A esta en la diagonal menor, para calcularlo, multiplicamos por el nimero
complejo de mdédulo 2 (porque la diagonal mayor es doble de la menor) y
argumento 90°, es decir:

B=(-2+3i)2y = (-2+3i)2i=4i+6° =4i-6 — B(-6,4)

Los otros vértices A’ y B’ son los afijos de los opuestos de los otros dos vértices,
es decir: A’(2,-3) y B’(6,4).

Por tanto los vértices son: A(-2,3); B(-6-4); A’(2,-3) v B’(6,4)

4.- Hallar el valor de x para que a) Sea un numero real, b) sea imaginario puro y c) su

representacion esté en la bisectriz del primer y tercer cuadrante.

Si multiplicamos arriba y abajo por el conjugado del denominador, llegamos a:

2-xi1+3i 2 + 6i — xi — 3xi* 3 2+3x+6—xi

1-3i1+3i  1-97 10 10
a) Para que sea un nimero real, la parte imaginaria ha de ser nula: 6-x=0 — x=6
b) Para que sea imaginario puro, la parte real ha de sernula: 2+3x=0 —» x= _?2

c¢) Para que esté en la bisectriz del 1° y 3° cuadrante, la parte real y la imaginaria han de ser iguales:
2+3x=6-x —> 4x=4 > «x-=1

5.- Los dfijos de las raices de un nuimero complejo son vértices de un octogono regular inscrito en
una circunferencia de centro en O y radio 2; sabiendo que el argumento de unas de las raices es 45°.
Hallar el numero complejo y las restantes raices.

Si una de las raices es 245, como sabemos que son 8, quiere decir que cada una de ellas se consigue

. 360 . -
girando e = 45° grados con respecto al primer vértice, por tanto:
Vi =2 Vo =24 L5 =250 V3 =200 145 =205 V= 215514 = 2,
Vo =250 Lage = 2095 Vi =205 Lase = 25500 Vy = 2550105 = 2505, Vg = 255145 = 2
Para hallar de qué nimero complejo son solucién estas raices, basta con elevar a 8 cualquiera de ellas:

¥Z=2, o z=(2, - z=(2° ) =(2°),, =(2°), =2° =256

6.- El producto de dos numeros complejos es -8 y el primero es igual al cuadrado del segundo.
Calcula ambos niimeros.

-8

2

V4

g

Z =

S

Sean w y z dichos nimeros complejos, y segiin los datos del problema, obtenemos el sistema: {

Si sustituimos y operamos un poco:
_3_Q _3 _ _
w= 8 - 8180° - 218O°+36Ok - 26O°+120k

3

Dondek =0, 1, 2,...
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w, =2 o  z =
Por tanto, tenemos tres soluciones: Jw, =2, — 2z,= =4, =4,=4

(
Wy =250, > Zp= (23000)2 =400 = 4oar

7.- De dos numeros complejos sabemos que tienen el mismo maédulo, igual a 2, que sus argumentos
17 p
suman Tﬂ v ademds que el primero es opuesto del segundo

¢Cudles son esos nimeros?

Sean z=r, y w =s, dichos nimeros complejos, segin el enunciado tenemos que:

r=s=2 177 177 237
17, ¢ como son opuestos f=a —rx - ata-T1=— > 2a="—7+1 > a=—
a+f=— 6 6 12
6
Y por tanto:
feg-p2E_p Hr
12 12
Asi que los nimeros pedidos son:
Jal = 2& a, = ZHJ
12 . 12
o bien
lﬂl =211, B =2z,
12 12

8.- Halla dos nimeros complejos conjugados cuya suma sea 8 y la suma de sus médulos sea 10.

Sillamamos z al nimero complejo, su conjugado serd z , asi que, con los datos del problema podremos escribir
el siguiente sistema:
z+z=8

_ —  como |z|=H — entonces — 2|z|=10 - |z|=5
|z|+‘z‘=10

z=a+bi
Si escribimos los complejos en forma binémica: < — bi
z=a-bi
de la ecuacion (1):
(a+bi)+(a-bi)=8 — 2a=8 —> a=4

Yde|z|:5:
7=[z|=5 - J&+b’=5 > 16+b°=25 > 9=b" > b=33

Por tanto, tenemos dos soluciones:
z,=4+3i vy 2z =4-3i
z,=4-3i y z,=4+3i



4.11.- Resumen de Conceptos

Expresién numérica en la que aparece explicitamente
la unidad imaginaria i = v-1 .

[ z=a+bi
| Expresion de un nimero complejo como suma de
| una parte real (@) y una parte imaginaria (b). A

Lt J

Conjugado 4{ Z=a-bi ‘ 7

A — (ab)

| \'%
Opuesto — —z=—a-bi J

zi+2,=(@+bi)+ (c+di) =(@a+c) + (b+d)i
z,-2,=(a+bi) - (c+di)=(@+c) - b+di
zy-2;=(a + bi) - (c +di) = (ac - bd) + (ad + bc)i

—— 7 _ a+bi (a+bi) ) (c-di) ac+bd N (bc—ad}f
c+di  (c+di) (c-di) c?+d? c? +d?

Operaciones en
forma binémica

=

1 1 1  a-bi a-bi z

z a+bi a+bi a-bi a+b |z

-

De binémica a polar — r=lzl=+a?+b? a=arctg£
a

De polar a binomica —1 a=r-tose.  b=r-sena ‘

Pl

|

— Expresién de un nimero complejo a partir del

l modulo ry el argumento a que representa su afijo.
L¢

72, =)o (Da=( r2)[n+ﬁ]

. z ),

Operaciones en 5 ()
forie ol 2 () =

JR/z_==(Q/z_] we3s0.4 kK=0.1,..n-1

=(n- r2)a-|5

5' @b)
| Un nimero complejo z=a + bi puede representarse en el plano complejo

| mediante el punto (a, b) denominado afijo.

5

Admitiendo que la solucion de una ecuacion puede ser un nimero complejo,
+ podremos hallar las soluciones de las ecuaciones en las que aparezcan raices
de niimeros negativos.






