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EJERCICIO 1
a) Determina el valorde a y de b para que la siguiente funcién f (X) sea derivable en todo IR .

ax’+bx+2 si x<1

f(x)= (1,5 puntos)

b :
avx—-— sl x>1
X

b) Compruebasilafunciéon f (X) = X% — 4 verifica las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo [—3, 3] . (1 punto)

Solucion

a)

b)

Paraque f seacontinuaentodo R hade sercontinuaen X =1 (en el resto de los puntos es continua por tratarse
de funciones elementales, las cuales son continuas en su dominio de definicidn).

La condicién para que f sea continua en X =1 es que exista el limite de la funcién en X =1 y coincida con la

imagen de la funcién en dicho punto. Y para que exista el limite en X =1 deben existir los limites laterales y ser
iguales. Es decir:

lim f (x) = lim (ax* +bx+2)=a+b+2= f (1)

x—1" x—1"

b = a+b+2=a-b=>2b=-2=b=-1
lim f(x): Iim(a x——zjza—b
x—1" x—1"

La funcién derivada de f , exceptuando el punto X =1, es la siguiente:

2ax+b si x<l1

f'(x)=< a i
( ) —=+— sl x>1
2Jx X
Para que exista la derivada en X =1 deben existir las derivadas laterales en dicho punto y ser iguales:

f'(l‘): f '(1+):>2a+b:2+2b:>2a—§:b:>3—a:—1z>a:—2
2 2 2 3

2
Resumiendo, para que f (X) sea derivable en todo R debe ser a = —5 yb=-1.

El enunciado del teorema de Rolle es el siguiente.
“Sea f una funcién continua en un intervalo cerrado [a,b] y derivable en el abierto (a,b). si f (a) =f (b),

existe algun punto C € (a,b) tal que f '(C) =0".

La funcién f (X) = x* —4 es continua y derivable en todo IR por ser polinémica, en particular sera continua en
[—3, 3] y derivable en (—3, 3) . Ademas f (—3) =5="f (3) Entonces se verifican todas las hipdtesis del teorema
de Rolle, con lo que debe existir C € (—3, 3) tal que f '(C) =0.

De hecho, como f '(X) = 2X, tal punto C serd: 2c=0=c=0.
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EJERCICIO 2

a) Calcula razonadamente el area de los recintos limitados por la funcién ¢ (X) =—x*+ 2X+3,larecta X=—2 yel

eje de abscisas. (1,5 puntos)

b) Encuentra razonadamente la ecuacién de la recta normal a la gréfica de la funcién g (X) en el punto de abscisa
X=4.(1 punto)

Solucion

x=-1
a) Veamos, en primer lugar, los puntos en los que la pardbola corta al eje X : —X2+2X+3:O:>{ 3
X =

Entonces, el drea A del recinto serd: A= + (ver figura):

Il(—xz +2X+ 3) dx

-2

jo (—x2 + 2x+3) dx

-1

Hagamos las dos integrales definidas por separado:

N X o] (1 8 7 -,
. I (—X +2x+3)dx= —§+X +3x| = §+1—3 - §+4—6 =—§ (el signo menos indica que el

-2 72

drea queda por debajo del eje X ).

0 3 0
. j(—x2+2x+3)dx= X x4 3x :0—(1+1—3j=§.
3 L \3 3

-1

7 15| 7

Por tanto: A= :__+_:_+§:_:4uz_
3 I3 3 3 3

Il(—xz +2X+ 3) dx|+

-2

IO (—x2 +2X+ 3) dx

-1

b) La ecuacién de la recta normal a la grafica de ¢ (X) enelpunto X=4 es y—(@ (4) =—
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9(4)=-4*+2-4+3=-16+8+3=-5, y como §'(X)=-2x+2, entonces §'(4)=-2-4+2=—6. Por
tanto, la recta normal a la grafica de g(x) en X=4 es y+5=%(x—4).
EJERCICIO 3

a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcién del parametro ac R :

ax+2y =a’
—X+y+2=5 (1,5 puntos)
x—ay—-z =—(4+a)

b) Resuélvelo razonadamente para el valor a =1. (1 punto)

Solucion
a 2 0

a) La matriz de los coeficienteses A=| -1 1 1 |, cuyo rango es al menos dos pues contiene un menor de
1 -a -1

2 0

orden dos distinto de cero: 1 =2-0=2#0. Ademas,

A|:(—a+2)—(2—a2)=a2—a, de donde

a=0
deducimos que |A| =0 @{ 1 Ahora podemos hacer las siguientes consideraciones segun los valores del
a=

pardmetro a:

e Siaz0y a#l el determinante de la matriz A es distinto de cero, con lo que rg(A) =3=rg (B) =n,

donde B denota la matriz ampliada y n el nimero de incognitas del sistema. En este caso el sistema es
compatible determinado (solucidn Unica).

0 2 0 O
e Si a=0 la matriz ampliada es B=|-1 1 1 5 |. Orlando con el menor 1‘=2—0:2¢0,
1 0 -1 4
2 0 0
tenemosque |1 1 5= —8—(—10) =2#0. Por tanto, en este caso g (A) =2#rgQ (A') =3, con lo
0 -1 4
que el sistema es incompatible (no tiene soluciones).
1 2 0 1
e Sia=1lamatrizampliadaes B=|-1 1 1 5 |, cuyorango no puede ser tres porque la tercera fila
1 -1 -1 -5

es la opuesta de la segunda. Por tanto, en este caso g (A) =2=rg (B) <3=n, con lo que el sistema es
compatible indeterminado (infinitas soluciones), de grado de libertad 3—2 =1 (una incdgnita libre).
b) Para a=1 hemos visto que el sistema tiene infinitas soluciones. Para hallarlas vamos a eliminar la tercera
X+2y=1
—X+y=5-1

ecuaciéon y vamos a llamar z =A (el grado de libertad es uno, es decir, una incégnita va libre): {
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, : 6-2 : : ol
Sumando ambas ecuaciones se tieneque 3y =6-A = Yy = 3 Sustituyendo este valor en la primera ecuacion

6-X\ 12-2\ -9+ 2\
tenemos que X+2(Tj:1:>X:l— = X= )
EJERCICIO 4
Dados los puntos A(1,2,0), B(O,—l,Z), C(2,—1, 3) y D(l,O,l):

a) Encuentra razonadamente la ecuacion general del plano que contiene a la recta que pasa por A y por B yes
paralelo a la recta que pasa por C y D. (1,25 puntos)

b) Calcula razonadamente el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, C y D. (1,25 puntos)

Solucion

a) Un vector director de la recta que pasa por A y por Bes U = N?; = (—1, -3, 2) . Un plano con esta direccidon que
contenga al punto A o al punto B, contendra a toda la recta que pasa por A y por B. Como el plano ha de ser

paralelo a la reta que pasa por C y D, su otra direccién ha de ser V = CD= (—1,1, —2). Por tanto, el plano que

x-1 y-2 z
sepidees: t=| -1 -3 2 :0:nz(6x—6—2y+4—z)—(32+2y—4+2x—2):0:>
-1 1 -2

=>n=4X-4y-472+4=0=>n=Xx-y—-2+1=0.

b) Sean A(a,, a,, a,), B(b, b,, b;), C(c,, ¢,, ¢;) vy D(d,, d,, d;) cuatro puntos del espacio. Al unirlos entre si
de todas las maneras posibles, determinan un tetraedro cuyo volumen V es igual a la sexta parte del valor absoluto
del producto mixto (E, AC E), es decir

1 bl_ai bz_az bs_as
V:E G—a GC-a C-a
dl_ai dz_az ds_as

Demostracion

1, .
El volumen del tetraedro es la tercera parte del drea de la base por la altura. Entonces V = g(Area ACD)-h =
1, 1, T l—= — = T
=Z(Area ACD)- AB-sena == (Area ACD)- AB-cos| ——a =—‘AC>< ADHAB‘COS ——a|=
3 3 2 6 2

b1_a1 bz_az bs_as
l— (— —\ 1l— — —=\ 1
:EAB-(ACXAD)ZE<AB, AC, AD):E C,—a C,—a, C;—a,.
dl_a:I. dz_az ds_as
Segun el orden en que tomemos los vectores ese determinante puede salir

positivo o negativo. Por lo tanto, para que el volumen sea positivo, en la
formula pondremos el valor absoluto del determinante.

En el caso de este ejercicio, dados los puntos A(l, 2,0), B(O,—l,Z),
C(2,—1,3) y D(l,O,l), el volumen del tetraedro cuyos vértices son los puntos A, B, C y D es:
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1 0-1 -1-2 2-0 L -1 -3 2 1 1 1 4
V=g |21 -1-2 3-0|=2|1 -3 3 :6\(3—4)—(—3+6)\:€|—1—3|:g|—4|:g:§udsa.
1-1 0-2 1-0 0 -2 1
EJERCICIO 5
a) Una fabrica A produce el 30 % de los tractores que se demandan en una Comunidad Auténoma, una fabrica B

produce el 20 % y la fabrica C el resto. El controlador de calidad sabe que son defectuosos el 4 % de los tractores
fabricados por A, el 10 % de los fabricados por By el 2 % de los fabricados por C. Elegido un tractor al azar, calcula
razonadamente la probabilidad de:

al) No salga defectuoso. (0,75 puntos)

a2) Siresultd ser defectuoso, que no fuera fabricado por C. (0,5 puntos)

b) En una clase hay 16 chicas y 4 chicos. Cada dia elijo a un estudiante al azar para que salga a la pizarra. Calcula
razonadamente la probabilidad de que los cinco dias laborables de la semana salgan a la pizarra:
b1) Tres chicas. (0,75 puntos)
b2) Al menos tres chicos. (0,5 puntos)

Solucion

a) Sean A, B y C los sucesos “elegido un tractor al azar, es producido en la fabrica A, B o C”, respectivamente.

Entonces, segun el enunciado, P(A) =0,30, P(B) =0,20 y P(C) =0,50.

D
0,04
A
0,30 0,96 D
D
0,10
0,20
‘ B
0,90 )
D
0,50 0,02
C
0,98 D

Llamemos ahora D al suceso “el tractor elegido es defectuoso”. Entonces, segun el enunciado, tenemos las

siguientes probabilidades condicionadas: P(D/A)=0,04, P(D/B)zO,lO, P(D/C)ZO,OZ. Todo lo

anterior se puede resumir en el diagrama de la pagina anterior (D es el suceso “el tractor elegido no es
defectuoso”).

Usando el teorema de la probabilidad total tenemos que la probabilidad de que un tractor no salga defectuoso es:
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b)

P(D)=P(DnA)+P(DNB)+P(DNC)=P(A)-P(D/A)+P(B)-P(D/B)+P(C)-P(D/C)=
=0,30-0,96+0,20-0,90+0,50-0,98 = 0,283+0,18+0,49 = 0,958.

Si resulto ser defectuoso, la probabilidad de que no fuera fabricado por C viene dada por la siguiente probabilidad
condicionada (teorema de Bayes):

_ P(CAD) pP(D-C) P(D)-P(DAC) P(D)-P(C)-P(D/C)
B ) [ G

1-P(D)-P(C)-P(D/C) 1-0,958-0,50-0,02 _0,042-0,01 0,032
1-P(D) - 1-0,958 0,042 0,042

=0,762.

También se podria haber hecho teniendo en cuenta que si no fuera fabricado por C, tendria que haber sido
fabricado por A o por B, es decir, calculando la suma de probabilidades siguiente:

P(AnD) P(BND) 0,30-0,04+0,20-0,10 _0,012+0,02 _ 0,032

+ - ~0,762.
P(D) P(D) 0,042 0,042 0,042

P(A/D)+P(B/D)=

Para calcular las probabilidades que se piden supondremos que se trata de un experimento binomial. Solo se
pueden dar dos posibilidades: o elijo a un chico o elijo a una chica. Tomaremos como éxito elegir a un chico.

Entonces p=4/20=0,2. Ademéas n=5, pues elijo al azar un chico o una chica los cinco dias laborables de Ia
semana. Tenemos pues que la variable X nudmero de éxitos (nimero chicos elegidos los cinco dias) sigue una
distribucién binomial B(n, p) = B(5, 0, 2). En general se tiene que

p(=n) =7 Jor a0

La probabilidad de que salgan a la pizarra exactamente tres chicas es la misma que la de que salgan exactamente
dos chicos, es decir:

5
P(X = 2) = (210, 22.0,8° =10-0,0625-0,421875 = 0,2048.
La probabilidad de que salgan al menos tres chicos sera:

P(X>3)=P(X =3)+P(X :4):(30,23-0,82+G]0,24-0,81 =0,0512+0,0064 = 0,0576.
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EJercicio 1

Calcula razonadamente los siguientes limites: (1,25 puntos por limite).

_ (Ze“]xxl
a) lim
oL x+1

2
eXt_x

b) lim ————

x>-1X° +4X+3
Solucion

1 = 1
X=1 \x-1

a) Ijﬂ(iil} :@jo :[Indeterminacién 1°°] =(*)

Llamemos f (X) = 2e" % g(x) :L. Entonces, si g(x)( f (X)—l)—) L= f (X)Q(x) et

X+1 x-1

) ) x (2e*t ) X 25t—x-1| ,. 2xe"'—x*-—x
| f -1) =1 - . ~11l=1 . =lim=&—2  ~_
leT}[g(X)( () )] XILTE{x—l (x+1 ﬂ XILr1][x—1 X+1 } o x> -1

.., Ouwopitl  2eXTyoyeXT_ oy 1 242-2-1 1
=| Indeterminacion —| = lim = ==,
0 x—1 2X 2 2

X
(2t ) 2
Por tanto: (*) =lim =e2,
-1 x+1
e tox —e"—(-1
b) lim = ( )

>1x2 +4x+3 1-4+3

. ), O L'Hépital . _2xeX2—l _1 _2(_1) eo _1 2 _1 1
=| Indeterminaciéon —| = lim = = ==,
0 x>-1 2X+4 —2+4 2 2

EJERcCICIO 2

2

Dadas las funciones f(X)=1+1X2 y g(X)=X7 con XeR.

a) Encuentra razonadamente las coordenadas de los extremos relativos de las funciones f (X) vy 0O (X) . (1 punto)

b) Calcula razonadamente el area del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones f(X) y g(X).

(1,5 puntos)

Solucion

a) f'(X)=i.Entonces f'(X)=0<:>2X:O<:>X=O.

(1+ X2 )2

fo(x) = —2(l+ x2)2 —(—2x)2(1+ x2)2x _ —2(1+ x2)+8x2 _ 6x% —2

(1+ X2 )4 (1+ x2)3 (1+ x2)3 .

Como f "(0) = _TZ =-2<0, tenemos que X=0 es un maximo. Concretamente, el punto (O, f (O)) = (0,1) )
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g'(x)= X. Entonces ¢ '(X):O<:> x=0.
9"(x)=1>0 paratodo X €R.Entonces X=0 es un minimo. Concretamente, el punto (O, g (0)) =(0,0)

b) Calculemos en primer lugar las abscisas de los puntos en los que se cortan las graficas de f (X) yde @ (X) :

2 =1
f(x):g(x):>l+1x2 :X?:>2=x2+x4:>x4+x2—2=0:>{§:l

Ademds, entre X=—-1y x=1es f (X) >0 (X) pues ambas funciones son continuas y en X=0 f tiene un
maximoy g tiene un minimo. Por tanto, el drea A del recinto cerrado limitado por las graficas de las funciones

f (X) y 0 (X) viene dada por (ver figura al final del ejercicio):

1 (1 1 2-x 1+X) 1 —x'—x*+2
A= (100-a00)an= [ g Jor [ e S o

4 2
—X"—X"+2

Calculemos la integral indefinida J.Z—ldx. Se trata de una integral racional. Como el grado del

X"+
numerador es mayor que el grado del denominador, efectuamos la divisién, obteniendo como cociente el

—Xx*—x*+2
polinomio —x? y de resto 2. Por tanto: —x* —x? +2 =—x> (X2 +l)+ 2= ————-= —x%+ — . Asi:
X +1 X +1

X +1

3 1
A= —X—+arctgx :[—1+arctgl]—[l+arctg(—l))=(—1+RJ (1—2) an_2_ E—1;1,24u2.
6 L U6 6 6 4)\6 4) 4 6 2 3

_yd 2 3 3
1J‘XZ—XJFde:EJ‘(—x% 22 de:1 —X—+2arctgx+C =—X—+arcth+D.Yentonces:
2 X +1 2 2 3 6

0.5 1 1.5

EJERcICIO 3
Dadas matrices
-1 -1 -1 1 2 2 011
A=-1 1 0|,B=|0 1 1|yC=|1 1 0
2 -1 0 1 -1 2 012
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a) Calcula razonadamente la matriz inversa de A. (1 punto)

b) Calcula razonadamente la matriz X que verifica que AX —2B =C . (1,5 puntos)

Solucion

a) |A|:(O+O—1)—(—2+O+O):—1+2:1. Como |A|¢0, existe la inversa, que es Alzﬁ(Ad )t donde

t
(Ad) denota la matriz traspuesta de la matriz adjunta de A. Hallemos pues la matriz adjunta de A.

0 0 -1 1 0o 1 1 0o 1 1
A'=|1 2 -3/|.Entonces, finalmente: A™ :1 0 2 1|=A'=l0 2 1
1 1 -2 -1 -3 2 -1 -3 2

b) AX-2B=C= AX =C+2B= AAX =A*}(C+2B)= X = A*(C +2B). Por tanto:

0 1 1 011 1 2 2 0O 1 1)(2 5 5} (3 2 8
X=0 2 111 10{+20 1 1|j={0 2 141 3 2|=(4 5 10

-1 -3 2 012 1 -1 2 -1 -3 -2){2 -1 6 -9 -12 -23
EJERCICIO 4
Sean la recta rEXT_l:%:Z—;l,eI punto P(3,l,—l) yelplano t=2x+y—-z=0

a) Calcula la distancia del punto P alarecta r. (1,25 puntos)

b) Encuentra razonadamente las ecuaciones paramétricas de la recta que pasa por el punto P y por el punto Q,
siendo Q el punto de corte de la recta r y el plano paralelo a T que contiene a P . (1,25 puntos)

Solucion

X—a _Y=8 278  p
ul uZ u3

a) Engeneral,si I =

P, P,, p3), entonces la distancia de P a r viene dada por:

‘( P — &, P, — 8y, pz_as)x(ulluwus)‘

d(P,r)=
(P.r) \/uf+u§+u§

Calculemos primero el producto vectorial:
i j Kk

(3—1,1—0,—1—(—1))><(3,1, 2) = (2,1,0)><(3,1, 2) =2 1 0|= (2i +2k)—(3k +4j) =2i—-4j-k
3 1 2

Entonces:

d(P,r): \/22+(_4)2+(_1)2 = V21 = 21 = \/@: 3ﬁ=ﬂuds.
V3 +12 427 JI2 23 6 6 2
b) Un plano paralelo a m es siempre de la forma 2X+Yy—2z+ D =0. Si este plano paralelo ha de contener al punto
P(3,1,—1), entonces 2-3+1—(—1)+D=0:>8+D=O:> D =-8. Por tanto el plano paralelo a © que
contienea P es n'=2x+y—-z—-8=0.
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X=1+3A
Por otro lado, las ecuaciones paramétricas de larecta I son ¢y =A . Sustituyendo en la ecuacion del plano
z=-1+2A

', 2(1+3X)+K—(—1+2k)—8:0:2+67»+K+1—27u—8:0:57»:—5:>7n:—1.
De aqui deducimos que el punto Q de corte de la recta I y el plano paralelo a © que contiene a P es
Q(1+3(-1),-1-1+2(-1)) =Q(-2,-1,-3).
Lo que se pide es la recta que pasa por P y Q, la cual daremos en forma continua:
x-3 y-1 z+1 Xx-3 y-1 z+1
= = f— = =
-2-3 -1-1 —3—(—1) -5 -2 -2

EJERCICIO 5

a) Una alarma de seguridad tiene instalados dos sensores. Ante una emergencia los sensores se activan de forma
independiente. La probabilidad de que se active el primer sensor es de 0,98 y de que se active el segundo es de

0,96. Calcula razonadamente la probabilidad de que ante una emergencia:
al) Se active al menos uno de los dos sensores. (0,75 puntos)

a2) Se active sélo uno de los sensores. (0,5 puntos)

b) El tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencion quirdrgica sigue una distribucién normal N (10,2).
Calcular razonadamente el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar:

b1) Entre 6,5y 13 horas. (0,75 puntos)

b2) En menos de siete horas. (0,5 puntos)

a 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

1,5 0,9332 09345 09357 10,9370 0,9382 09394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 10,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 09564 0,9573 0,9582 09591 09599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 09649 09656 0,9664 09671 09678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 09713 09719 09726 09732 0,9738 09744 09750 09756 0,9761 0,9767

Solucion

a) Llamemos A y B alos sucesos “que ante una emergencia se active el sensor A” y “que ante una emergencia se
active el sensor B”, respectivamente. Entonces P(A) =0,98y P(B) =0,96.

Como ante una emergencia los sensores se activan de forma independiente, la probabilidad de la interseccion de

los sucesos es igual al producto de sus probabilidades: P (Aﬂ B) = P(A)~ P(B) =0,98-0,96 =0,9408.

al) La probabilidad de que se active al menos uno de los dos sensores es igual a la probabilidad de que se
active uno, de que se active el otro o de que se activen ambos, es decir, igual a la probabilidad de la unién
de ambos sucesos:

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)=0,98+0,96-0,9408 = 0,9992.

a2) La probabilidad de que se active sélo uno de los sensores es la de que se active el sensor A perono el B, o
bien la de que se active el sensor B pero no el A. Como los sucesos A—B y B— A son disjuntos la
probabilidad de la unidn de ambos es igual a la suma de las probabilidades:
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b)

P((A-B)uU(B-A))=P(A-B)+P(B-A)=P(A)-P(AnB)+P(B)-P(AnB)=
=0,98-0,9408+ 0,96 —0,9408 =0,0584 .
Llamemos X a la variable “tiempo, en horas, empleado en realizar cierta intervencidn quirurgica”. Segun el
X =10
2
distribuye seglin una normal de media 0 y desviacién 1 (distribucién normal estandar), cuyas probabilidades

enunciado X se distribuye seglin una normal N(10,2). Por tanto, la variable tipificada Z = se

P(Z < a) podemos mirar en la tabla adjunta.

b1) La probabilidad de que el tiempo de espera se encuentre entre 6,5 y 13 horas viene dada por:
P(6,5< X <13)=P(X <13)-P(X <6,5)= p(z S13;10j_ P(Z g 6,52—10j=

=P(2<15)-P(Z2<-175)=P(Z <15)~(1-P(Z £1,75))=0,9332—(1-0,9599) = 0,893L.

Por tanto, el porcentaje de estas intervenciones que se pueden realizar entre 6,5 y 13 horas es del 89,31%
b2) La probabilidad de que el tiempo de espera sea menor de siete horas es:

7-10

P(X<7)= P(Z < j: P(Z <-15)=1-P(Z <1,5)=1-0,9332=0,0668.

Por tanto, solo el 6,68% de las intervenciones se pueden realizar en menos de siete horas.
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