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EJErciciO 1

Dada la funcién f (X) =x3+ax?+bx+c, calcula los parametros a, b, ce R sabiendo que:
e larectatangente ala graficade f (X) en el punto de abscisa X =—1 tiene pendiente —3.

o f (X) tiene un punto de inflexién de coordenadas (1, 2).

Solucion

Tenemos que f'(X)=3x"+2ax+by f"(x)=6x+2a.

Como (1,2) es un punto de inflexion, entonces f "(1)=0:> 6-1+2a=0=>2a=-6=a=-3. Asi, la primera
derivada queda f'(X):3X2—6X+b. Ademés, f'(—l):—3 pues la pendiente en X=-1 es —3. Entonces
3(—1)2 —6(—1)+ b=-3=>3+6+b=-3=b=-12. La funcién es pues f (X) =x*—3x?-12x+C. Como pasa
por el punto (1, 2) , tenemos finalmente f (l) =2=1-3-12+c=2=c=16.

EJERCICIO 2

a) Esboza la regién encerrada entre la parabola f (X) =x?-1 ylarecta g (X) =5-X.

b) Calcula el area de la regién anterior.

Solucion

2

b) f [(5—X)—(X2 —1)}dx :L(—x2 —x+6)dx = {—%—§+6x1 = (—2—2+12)—(9—%—18j=

3

3 2 6 '
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EJeErcicio 3
a) Discute el siguiente sistema de ecuaciones lineales en funcion del parametro me R

X+y+z=0
X+2y+3z=0
mx+(m+1)y+(m-1)z=m-2

3z+(M+3)y+4z=m-2

b) Calcula la solucién cuando el sistema sea compatible determinado.

Solucion
1 1 1
1 2 3
a) La matriz de los coeficientes es A= , cuyo rango es al menos 2 pues hay al menos un
m m+1 m-1
3 m+3 4
1
menor de orden 2 distinto de cero: 5 =2-1=1+#0.
1 1 1
Ademas, |1 2 3 :(2m—2+3m+m+1)—(2m+m—l+3m+3):—3¢0, lo que demuestra que

m m+1 m-1

rango(A) =3, paratodo meR.

1 1 1 0
. . 1 2 3 0 , . .
La matriz ampliada es B = , Cuyo rango es, segun lo visto en el apartado anterior,
m m+l1 m-1 m-2
3 m+3 4 m-2
por lo menos 3. Si su determinante es cero, no podra tener rango 4 y en ese caso el sistema serd compatible

determinado ( rango(A) = rango(B) =n=3):

1 1 1 0 11 1 0 1 1 1

1 2 3 0 2
Bl = —(f —fl= =(m-=-2) 1 2 3 |=
8 m m+l m-1 m-2 tfa= 1) m-3 -2 m-5 0 (m-2)

m-3 -2 m-5

3 m+3 4 m-2 3 m+3 4 m-2

c,—C . 0 0 1 2
e T O O

C;—C 1-m -2

m-3 1-m -2

Entonces |B| =0 m=2. Asi pues, si m=2 el sistema es compatible determinado y en caso contrario el

sistema es incompatible.
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X+y+z2=0
b) Para m=2, y eliminando la uUltima ecuacion el sistema queda { X+2Y+3z =0, sistema homogéneo, con lo
2X+3y+z2=0

que su Unica soluciénes Xx=Yy =2 =0.

EJERCICIO 4

a) Calcula el area del tridngulo cuyos vértices son los puntos de interseccién del plano T=X—Yy+3z =-3 con los

ejes de coordenadas.

b) Sillamamos A, B y C a los vértices del tridangulo del apartado anterior, encuentra el valor del pardmetro

A eR para que el tetraedro de vértices A, B, C y D(—?»Z, 2+X,—3) tengan volumen minimo.

Solucion

a) Los puntos de interseccion del plano = X—Y+3z =-3 con los ejes son:

e Coneleje X: (X, 0, 0) . O sea, que haciendo y =z =0 se tiene X =—3. Por tanto, el punto de corte con el

eje X es A(—3, 0, 0).

e ConelejeY: (0, Y, 0). Haciendo ahora X =2 =0 tenemos que —y =—3 =y =3. Asi, el punto de corte
coneleje Y es B(O, 3, 0).

e Coneleje Z: (0, 0, Z). Ahora hemos de hacer X=Yy =0 para obtener que 3Z=-3=7z=-1, con lo que
el punto de corte con el eje Z es C(O, 0, —1).

Dados tres puntos del espacio A, B y C, el d&rea S del tridngulo cuyos vértices son los puntos A, B y C
viene dada por la expresion:

S =E‘EXE‘
2
i ] ok
En nuestro caso tenemos que ABxAC=[3 3 0|=-3i —(9k—3j)=—3i+3j -9k :(—3, 3 —9).
3 0 -]

1 1 2 2 1
entonces: § =(-3, 3, —9)\:5\/(—3) +3+(-0)' =209 u*.

b) El volumen V del tetraedro de vértices A(a,, a,, a;), B(b, b,, b;), C(c, ¢, c;) y D(d,, d,, d;) viene

dado por:
b-a b,—-a, b,—-a 3 3 0

V=|lc-—a c,-a, c,-all=|| 3 0 -1f|=|(32?-9)-(-27-6-31) =[31" +3n+24|.
d-a d,-a, d,—-al| |[[-A°+3 2+1 -3
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./ 2 . . . . .
La ecuacion 3A°+3A+24=0 no tiene soluciones reales ya que su discriminante es menor que cero

A=3—-4.3.24<0. Esto quiere decir que la pardbola Y =3A%+3A+ 24 no corta al eje X .Y, como se abre
hacia arriba, ha de ser 3> +3A+24 >0 paratodo A €R.Es decir: V = ‘37»2 +3A+ 24‘ =32 +3\+24,

1
De lo anterior se deduce que el valor minimo de 3A% +3L+24 esta en el vértice: A =——=——=,y para este
6 5 yp

2
valor el volumen del tetraedro serd minimo. En concreto: V = 3(—%) +3(—%j +24 =%—g+ 24 = 97? us.

Obsérvese que, si tomamos como funcién volumen V =32 + 3\ + 24, derivando tenemos: V '= 61 +3, con lo

queV'=06L+3=0=6AL=-3=A= —g = —%, obteniendo el mismo resultado que antes.

7 n 1
Ademés, como V "=6>0, paratodo L € R, entonces A = _E es un minimo de la funcién volumen.

PAEG - junio 2012 - Propuesta A Pagina 4


https://matematicastro.es/

matematicastro.es — Pedro Castro Ortega

materiales de matematicas
PAEG - junio 2012 — Propuesta B Matemaéticas Il — 2° Bachillerato

EJERCICIO 1

La concentracién (en %) de nitrogeno de un compuesto viene dada, en funcién del tiempo t € [O, +oo) medido en

segundos, por la funcién

60
1+2e™"

N(t)

a) Comprueba que la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. ¢Para qué t e [0, +oo) la concentracién de

nitrégeno es minima y cual es esta concentracién?

b) ¢A qué valor tiende la concentracion de nitrégeno cuando el tiempo tiende a infinito?

Solucion
120 120 120
—60 120e™ ot ot ot 120¢'
N'(t) = — 29 (Loat)= - - S '
N O e ) ey 2] (e‘+2j2 2] (d+2)
e' et o2

Como la funcién exponencial es positiva (€* >0, VXeR ) estd claro que N '(t)>0, A e[O, +oo) y, por

tanto, la concentracién de nitrégeno crece con el tiempo. Como N (t) no se anula nunca N no tiene extremos

relativos. Su valor minimo, absoluto ademads, ha de estar pues en cero (instante inicial) y en este momento la

60 60
concentraciéones N (0) =—F—=—7=20%.
1+2e” 1+2
Para el razonamiento anterior no es necesario simplificar tanto la derivada. Basta con quedarse en
. -60 _ 120e™
N'(t)=——— 2" =—"—..
(1+2e) (1+2e)
R | \ . . 60 ,
b) Alser lime™ =lim —=0, se tiene que lim N (t): lim — =60 %. La recta Yy =60 es una asintota
t—>+o0 t—>+0 @ t—+w0 t>+0 ]+ 20
horizontal.
Merece la pena detenerse a observar la grafica de la funcién:
601
401
20
0 5 10 15 20 25
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EJERCICIO 2

o . 1 1
Calcula las siguientes integrales: J.—de, I tgx+— |dXx.
4 +9x tg X

Solucion

et e e (e
+9x
1+ZX2 14{3)() 1+(3xj
2 2

. j(tgmi]dx=I(w+@]dx=_,n(cosx)+m(senx)+c=Insenx+c_
tg x COSX Senx COS X

1 3
2

EJERcICIO 3
a) Sean A y B matrices cuadradas de orden Ne N, n>2, tales que B eslainversade A:
= S |A| =3, razona cudanto vale |B| .

= ;Cudleselrangode B>

b) Calcula el determinante de la matriz cuadrada X de orden 3 que verifica

1 -2 3 1 00
0 10 3|-X=|0 3 0
0 7 0 0 0 7

Solucion

a) El determinante del producto es el producto de los determinantes: |AB| = |A||B| . Entonces, en el caso particular
de que Bsea la inversa de A se tiene AB=1 :>|AB|:|I|:1:>|A||B|:1:>|B|:ﬁ. Es facil por tanto
deducir que, si |A| =3, entonces |B| = %
Por ser A cuadrada de orden Ne€ N, n>2 y con determinante distinto de cero, su rango es Nn. El rango de su

inversa B es el mismo, N, por la misma razén argumentada anteriormente.

1 -2 8 1 00
b) Llamemos C={0 10 -3|y D=0 3 0 .Porunlado|C|:21,IuegoC tiene inversa:
0 7 0 0 0 7
21. 0 0 21 56 -74 1 8/3 -74/21
C*lzi(cd)tzi 5 0 -7|=—=|0 0 3 |=j0 0 17
21 21

-74 3 10 2l 0 -7 10 0 -1/3 10/21
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1 8/3 -74/21)(1 0 O 1 8 -74/3
Asipues X =C™*-D=|0 O 1/7 |-|0 3 0|=|0 O 1
0 -1/3 10/21){0 O 7 0 -1 10/3
1 8 -74/3
Entonces|X|:0 0 1 [=(0+0+0)-(0+0-1)=1.
0 -1 10/3

Sin embargo, es mucho mas sencillo y se tarda mucho menos si se aplica la propiedad del apartado a), pues asi
1 -2 8 1 00

nos evitamos el cilculo de inversas: |C| =10 10 -3=21; D| =10 3 0[=21.
0O 7 O 0 0 7

Ahora, como C- X =D, entonces |C-X|:|D|:>|C|-|X|:|D|: 21-|X|:21:|X|:1.

EJErciClO 4

y+z=0
Dados el plano t1=2X—zZ=6 ylarecta I =
X—y+az=4

a) Encuentra el valor del parametro a € R paraque 7 y I sean paralelos.

b) Para el valor de a del apartado anterior, da la ecuacion general del plano 7' que contiene a I' y es
perpendiculara .

Solucion
2X—72=06

a) Sin 7 y I han de ser paralelos el sistema < y+2=0 no puede tener soluciones, es decir, el rango de la
X—-y+az=4

matriz A de los coeficientes no puede ser tres (en ese caso habria solucién Unica y el plano y la recta se
cortarian). Por tanto, su determinante ha de ser igual a cero:

2 0 -1
|A|=0 1 1 =O<:>2a—(—1—2)=0<:>2a+3=0<:>a=—g
1 -1 a

El rango de la matrizampliada B es tres pues

R O N
= o
> O O
Il
o)
[
o
I
N

3
De este modo si &= _E' rango(A) =2#3= rango(B) (sistema incompatible) y en este caso la recta y el

plano son paralelos.
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3 y+z=0 y+2z=0 _ N
b) Para a=—— la recta es = Sr= , Cuyas ecuaciones paramétricas son
2 x—y+§z:4 2Xx—-2y+3z2=8
X=4-5/2)\
r=3y=-»X
Z=A

De las ecuaciones anteriores se deduce que un punto de I es P(4,0,0) y un vector director suyo es

U= (—5, -2, 2). El plano ©' que se pide pasa por P y una de sus direcciones es la de U, ya que contienea .
Ademds, por ser perpendiculara m=2X—2 =6, otra de sus direcciones serd la de un vector normal a 7, o sea,

V =(2,0,—1). Por tanto, la ecuacién general del plano 7' es:

X-4 'y z
n'=| -5 -2 2|=0&n'=(2x-8+4y)—(-4z+5y)=0<n'=2x-y+4z-8=0.
2 0 -
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