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EJercicio 1

_AX*+3x+4

, se pide:
2X

Dada la funcién f (X)

a) Calcula las asintotas verticales y oblicuas de f (X) .

b) Coordenadas de los méximos y los minimos relativos de f (X) .

Solucion

a) Como la funcidn es racional y el denominador se anula cuando X =0, estudiaremos el limite de la funcidn
cuando X tiende a cero:

. A4X*+3x+4 [4] |-o si x>0 ) .
lim————=| — |= = X =0 es una asintota vertical.

X0 2X 0 +o0 Si x—>0"
Veamos si hay alguna asintota oblicua de la forma y=mx+n.
4X* +3x+4
f(x) . _ Ax*+3x+4
m:|lm£:|lm¢:|lm—2:2
¢ X—>00 X X—>00 2X
: _ [4x*+3x+4 . 3x+4 3
n=lim(f(x)-mx)=lim| ——————-2x|=lim ==
X—>00 X—>00 2X x>0 2X 2

Por tanto, la asintota oblicua de la funcién es y = 2X +§ .

(8x+3)-2x—(4x2+3x+4)-2 8x2—-8 2x2_2

b) Laderivadade f es f'(X):

(2X)2 4X2 X2
Igualemos la derivada a cero y extraigamos las soluciones.
2x% -2 =1
f'(x)=0e"——=0c2-2=0x =1 %
X X, =—1

Estos son los puntos singulares o criticos, “candidatos” a maximos o minimos relativos. Haremos la derivada
segunda de la funcidn y evaluaremos los puntos singulares en la misma.

_4x-x2—(2x2—2)-2x_4x 4

f"(x)=

E
Entonces:
o f "(—1) = i)s =—-4<0= X=-1 es un maximo relativo.
2
Como f (—1) = 4(_1) ZJE 3](_)_1)+4 = 4_3;4 = 5 las coordenadas del maximo son (—1, —Ej

o f "(1) = is =4>0= X=1 es un minimo relativo.
1

2
Como f(1):41 +3 1+4:4+3+4 11 ( 11)

=—, las coordenadas del minimo son | 1, —
2-1 2 2 2
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EJERCICIO 2

Calcula las siguientes integrales:

a) I(cos(Zx)+sen xCcos X) dx .

3
b) .[X _1dx.
X+2

Solucion

a) I(cos(Zx)+sen xcosx)dx:jcos(Zx)dx+jsen xcosxdx:%IZCOS(Zx)dx+%J‘Zsen XCos xdx =
=lsen(2x)+lsen2x+c.
2 2

b) Realizando la division (X3 —1) X (X+ 2) se obtiene de cociente X* —2X+4 y de resto —9. Entonces:

3 X+2)(x*=2x+4)-9
X 1=( )( ) :x2—2x+4—i.Portanto:
X+2 X+2 X+2

X —1=(x+2)(X* —2x+4)-9=>

3 3
IX 1dx:j(x2—2x+4—ijdx:j(x2—2x+4)dx— idx:%—x2+4x—9ln|x+2|+C.

X+ 2 X+ 2 X+2
EJERCICIO 3
4 5 01
Dadas las matrices A= y B= , se pide:
-3 4 10
2X +3Y =A
a) Resuelve el sistema matricial .
X+Y =B

b) Encuentra una férmula general para B", donde n e N. (Indicacién: Calcula las primeras potencias de la matriz
B).

Solucion

2X +3Y =A
X+Y =B
Sumando ambas ecuaciones se obtiene que:

encanc{4 30 T4 52 (4 2)

De la segunda ecuacidn del sistema X +Y =B se deduce que X =B —Y . Sustituyendo tenemos:

LS Je(s )
e Y0 -

B°=B*-B=1-B=B

’ 2X +3Y =A
multiplicamos la segunda ecuacién por —2, se tiene .

a) Si en el sistema
{ —2X -2Y =-2B
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B‘=B*-B=B-B=1
B°=B*.B=1-B=B
Asi podriamos seguir. Obsérvese que cuando el exponente es par el resultado es la matriz identidad | . Sin

embargo, si el exponente es impar el resultado es la matriz B . La formula general seria pues:

.|l si nespar
B" = . . ,heN
B si nesimpar

EJERCICIO 4

x=1+at
Consideremos el plano t=X—z=0 ylarectar=<y=1-at, teR.

z= 2
a) Determina el parametro @ € R para que larecta I y el plano 7 sean paralelos.

b) Para el valor de a determinado, obtén las ecuaciones de una recta r' paralela al plano m y que corte

perpendicularmente a I en el punto P(l,l,O).

Solucion

a) La recta r estd dada en ecuaciones paramétricas. Un vector director suyo es Uz(a,—a,z). Un vector
perpendicular al plano 7 es V =(1,0,—1) .Como r y 7 han de ser paralelos, U y V seran perpendiculares, con

lo que su producto escalar ha de ser cero: UV =0< (a,—a, 2)-(1,0,—1) =0 a-2=0<a=2.

b) Efectivamente P(l,l,O)e I . Basta observar las ecuaciones paramétricas de I para darse cuenta de ello. El

producto vectorial de U y V es un vector que tiene direcciéon perpendicular a ambos. En particular, tendra
direccidn paralela al plano (pues V es perpendicular a ) y perpendicular a I . Es un vector director de la recta

r' que se pide. Llamando W=1UxV = (i, J, k) al producto vectorial de U y V, se tiene:

i j Kk
W=Uuxv=2 -2 2 =(2i+2j)—(—2k—2j)=
1 0 -
=2i+4j+2k:>W:(2,4,2).
x=1+2t
Asi pues, la ecuacion de larecta ' sera: r'=sy=1+4t, telR v

7= 2t T
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EJercicio 1

En cierto experimento la cantidad de agua en estado liquido C(t) , medida en litros, estd determinada en funcion
del tiempot, medido en horas, por la expresion:

2 10 240

C(t)=5+10t+==+ "5, te[t10]

Halla cudl es la cantidad minima de agua en estado liquido y en qué instante de tiempo se obtiene, en el intervalo
comprendido entre t =1 horay t =10 horas.

Solucion

2
La funcién C(t) se puede expresar asi: C(t)=§+10t+10t71+240t73. De esta forma se puede derivar con

facilidad:

C'(t)=10+10(-1)t*+240(-3)t* =10-10t > - 720t ™ _10—9—7—240.
t
La segunda derivada es:

20 2880
-+t

t5

C"(t)=-10(-2)t>-720(-4)t° =

Resolviendo la ecuacién C'(t)=0 obtenemos aquellos puntos singulares o criticos que pueden ser maximos o

minimos relativos de la funcion:

10 720

C'(t)=0<:>10 -~ =0<10t* —10t> -720=0 = t* —t*-72=0 .
t t
2 @ =9
. o, 11\/(—1) —-4.1.(-72) 1+\1+288 1+289 1+17 |2
Resolviendo la ecuacion: t° = = = = = .
2-1 2 2 2 _E __8
2
t=-3
Si t° = -8, no existe solucién real para t. Si t?’=9=> . De estos dos valores, el Unico candidato a maximo o
, =

minimo es t, =3, pues es el que se encuentra en el intervalo comprendido entre t=1 hora y t=10 horas.

20 2880
Sustituyendo en la segunda derivada se tiene que C "(t?_) =C (3) =—

33Jr 3

Asi pues, la cantidad minima de agua en estado liquido se da en el instante t = 3 horas. Dicha cantidad minima sera:

>0=1, =3 es un minimo.

C(S) =3+10-3+10 N 2430 2 +304 10 240 _aa. 240 _ 918+ 240 _ 1158 _ 386 ~ 44,89 litros.
3 3 3 3 3 27 27 27 27 9
EJERCICIO 2
a) Representa graficamente la regién del primer cuadrante limitada por las graficas de las funciones f (X) =% y

g(X)z%,ylarecta X=2.

b) Calcula el drea de dicha region.
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Solucion

a) f(X):g(X)Q%:%@xz:x<:>x2—x:0<:>x(x—1):0<:>{§:(l). Entonces las funciones f (X) y

g (X) se cortan en el punto X =1 (el punto X =0 no pertenece al dominio de ninguna de las dos funciones).

Graficamente:

0.8
0.6 1
X
0.2
2 -1.5 -1 -0.5 0.5 1 1.5 255 3.5 4
-0.2
2
b) El area de la regién sombreada es j ( f (X)— g (X)) :
1
2(1 1 17T 1 1
j =—= |dx=|Inx+=| =[ In2+= |-(In1+1)=In2—==0,19 uds®
1\X X X} 2 2
EJErcICIO 3
a) Clasifica, en funcién del pardmetro A € R, el sistema de ecuaciones
AX+2y—2=A
3xX-y—-z=1
5Xx+y-2z=3
b) Resuélvelo, si es posible, para A =2.
Solucion
A2 -1
a) Sea A la matriz de los coeficientes A={ 3 —1 -1/, cuyo rango es al menos 2, pues contiene un menor de
5 1 2

orden 2 distinto de cero:
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A2 -1

El determinante de A es |A| =3 -1 -1 :(27»—10—3)—(5—12—7»):37»—6. Obsérvese pues que
5 1 -2

|A|:O<:>3}\,—6=0<:>>\.:2. Por tanto:

e SiA#2=rango(A)=3.
e SiA=2=rango(A)=2.

A2 -1 A
Estudiemos ahora el rango de la matrizampliada B={3 -1 -1 1|.
5 1 -2 3
e SiAx2=> rango(B) =3, pues en este caso el rango de A yaera 3.
2 2 -1 2
e SiA=2, rango(B):rango 3 -1 -1 1|=2, pues todos los menores de orden 3 deben ser
5 1 -2 3

igual a cero (obsérvese que la tercera fila es la suma de la primera y la segunda).

Resumiendo:
o SiAZE2> rango(A) = rango(B) =3=n(nimero de incdgnitas). Entonces el sistema es compatible

determinado (solucién unica).
e SiA=2=> rango(A) = rango(B) =2<3=n. En este caso el sistema es compatible indeterminado

(infinitas soluciones).

b) Ya hemos visto que para A =2 hay infinitas soluciones pues rango(A) = rango(B) =2<3=n. El grado de

libertad del sistema, en este caso, es igual a 1. Llamando Z =t y eliminando la tercera ecuacion tenemos el

‘ _ {2x+2y:2+t ‘
sistema equivalente , cuyas soluciones son:
3X—y=1+t
2+t 2
|1+t —1‘:(—2—t)—(2+2t):—4—3t_1+§t
2 2 —2-6 -8 2 8
-
2 2+t
yz‘s 1+t :(2+2t)—(6+3t):—4—t=l+1t
2 2 —-2-6 -8 2 8
-

Por tanto, las soluciones del sistema son (X, Y, Z) = (%Jrgt, %-F%t, t], teR.

EJERCICIO 4
Dados los puntos de coordenadas A(O,l,O), B(l, 2,3), C (0, 2,1) y D(k,l,l), donde ke R :
a) Determina el drea del tridngulo de vértices A, By C.

b) ¢éPara qué valores del parametro K el tetraedro cuyos vérticesson A, B, C y D tienen un volumen de 5 ud?
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Solucion

Area de un tridngulo:

Sean tres puntos del espacio A(a1 a,,a, ) (b1 b,,b, ) y C(Cl,CZ,C3). Llamemos S al area del triangulo cuyos

i J k
vérticesson A, By C,y U al vector U :‘ﬁxﬁ‘ =b—a b,—a, b;—a,|.Entonces:
G- C-a C—&
S= 1 EXA—C‘
2
Demostracion. C
El drea del tridngulo ABC es:
1 1 1l — == l)— —
~.AB.CH :—-AB-AC-senoc:—-‘ABHAC‘-sena:—-‘ABxAC‘ (Ia
2 2 2 2 B
Ultima igualdad es la definicion de mdédulo del producto vectorial de dos A H

vectores).

a) Por el resultado anterior, llamando S al area del triangulo de vértices A, By C:

1 1 ' bk 1? .
S=—\EXE\=— 1-0 2-1 3-0|==[1 1
2 2 2
0-0 2-1 1-0 01

= W X

:—‘ —(j+3P) ‘:%‘—ZT—THZ‘:

=1\/(—2)2 +(-1)f +12 =1\/W=ﬁ=1, 225 uds?
b) Recordemos que el volumen V de un tetraedro de vértices A(a,,a,,a,), B(b,b,,b;), C(c,c,.c;) v
(dl, d2,d3) es igual a la sexta parte del valor absoluto del producto mixto (AB, AC, AD) , es decir:
b-a b,-a b-a

1
V=€ G—a GC-a C-q
dl_ai dz_az d3—33

3-0 113
1-0 :% 01 1 :%\(uk)—(sk)\:— _
1-0 K 0 1

se tiene que:

1—2k=30:>2k=—29:>k=—2—29

11—2k =5 1-2kl=30=
6 31
1—2k:—30:>2k:31:k:?
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