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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a los ejercicios de una opción y a otros ejercicios de la 
otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido de una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. 
 

 
OPCIÓN A 

 
1º) Determinar la ecuación cartesiana del lugar geométrico de los puntos del plano tales 
que la suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos O(0, 0) y A(1, 1) es igual a 
9. Si se trata de una curva cerrada, calcular el área que encierra. 
 

---------- 
 
 Sea P(x, y) el punto genérico del lugar geométrico pedido. Según el enunciado 
del problema tiene que cumplirse que: 
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El lugar geométrico es una circunferencia. 

 
 El centro y el radio de la circunferencia hallada son los siguientes: 
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 Sabiendo que el área del círculo es 2rSc π= , sería: 
 

22 42· uSc ππ ==  
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2º) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la siguiente rela-
ción: CACB ·3−= . Se pide: 
 
a ) Calcular el valor de k en la expresión ABkAC ·= . 
 
b ) Si A(1, 2, -1) y B(3, 6, 9), hallar las coordenadas del punto C que cumple la relación 
de partida. 

---------- 
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b ) 
 

 Para A(1, 2, -1) y B(3, 6, 9) y un valor de 
4

1=k , siendo C(x, y, z), sería: 
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3º) Se consideran las funciones ( ) ( ) baxxgyxxxf +=+−= 22 32 . 
 
a ) Calcular a y b para que las gráficas de f y g sean tangentes para x = 2. 
 
b ) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibujar las gráfica de 
ambas funciones y hallar la ecuación de la recta tangente común. 
 
c ) Para los mismos valores de a y b, hallar el área limitada por las gráficas de ambas 
funciones y el eje vertical. 

---------- 
a ) 
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b )  

 ( ) ( ) 1
2

1
32 22 +=+−= xxgyxxxf  

 
 Se trata de dos parábolas convexas cuyos mínimos absolutos son los siguientes: 
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 Los puntos de corte de ambas parábolas son. 
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 Por tener los mínimos absolutos de ambas parábolas ordenadas positivas, ninguna 
de las parábolas corta al eje de abscisas. 
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 La ecuación de la recta t, tangente a ambas curvas en el punto A(2, 3) tiene la 
pendiente siguiente: 
 
 ( ) ( ) mfmxxf ==−=−==−= 22422·22';;22'  

 
 ( ) ( ) 012;;4222300 =−−≡−=−=−⇒−=− yxtxxyxxmyy  

 
 Para representar la recta t tendremos en cuenta que pasa por el punto B(4, 7). 
 
 La representación gráfica de la situación es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
c ) 
 Como puede observarse por la gráfica, las ordenadas de las parábolas correspon-
dientes a la zona del área pedida, son mayores las de la función ( ) 322 +−= xxxf  que 

las de ( ) 1
2

1 2 += xxg , por lo cual el área es la siguiente: 
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4º) Sea el sistema de ecuaciones lineales 
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a ) Discutir el sistema según los valores del parámetro a. 
 
b ) Resolver el sistema para a = 2.  c ) Resolver el sistema para a = 1. 
 

---------- 
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
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 Veamos el rango de M’ para los valores hallados anteriormente: 
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b ) 

 Resolvemos para a = 2 (C. D.). Es sistema resulta 
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 Aplicamos la Regla de Cramer: 
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c ) 

 Resolvemos para a = 1 (C. I.). Es sistema resulta 
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 Despreciamos una de las ecuaciones y parametrizamos una de las incógnitas: 
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OPCIÓN B 

 

 1º) Sea la función ( )
te
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1
. 

 
a ) Calcular ( )∫ dttf . 

 

b ) Se define ( ) ( )∫=
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 Sustituyendo el valor obtenido en la expresión (*), queda: 
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2º) Sea P(x) un polinomio de cuarto grado tal que: 

( )

( )







=
−==
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.

P

xyxsonraícesDos

parfunciónunaesxP

. Se 

pide: 
 
a ) Hallar sus puntos de inflexión. 
 
b ) Dibujar su gráfica. 

---------- 
 
a ) 
 Por ser una función par tiene que ser de la forma ( ) cbxaxxP ++= 24 . 
 

( ) 550 =⇒= cP . 
 

( ) 0501 =++⇒= baP .    (1) 
 

( ) ( ) ( ) 015;;05525;;055·5·05
24

=++=++=+−+−⇒=− bababaP .    (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
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 El polinomio resulta ser ( ) 56 24 +−= xxxP .   Los puntos de inflexión son: 

 
( ) ( ) ( ) xxPxxPxxxP 24''';;1212'';;124' 23 =−=−= . 

 
( ) 1;;1;;1;;01;;012120'' 21
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( ) ( ) 056111 =+−==− PP . 

 
( ) ( )0,1;;0,1. BAIP −⇒  

b ) 
 
 Para dibujar su gráfica con mayor precisión vamos a determinar los máximos y 
mínimos. 
 

( ) ( ) 3;;3;;0034;;01240' 321
23 =−==⇒=−=−⇒= xxxxxxxxP . 
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 La representación gráfica es, aproximadamente, la siguiente: 
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3º) Se considera el tetraedro de vértices A(1, 0, 0), B(1, 1, 1), C(-2, 1, 1) y D(0, 1, 3). 
 
a ) Hallar el área del triángulo ABC y el volumen del tetraedro ABCD. 
 
b ) Calcular la distancia de D al plano determinado por los puntos A, B y C. 
 
c ) Hallar la distancia entre las rectas AC y BD. 
 

---------- 
a ) 
 
 Los vectores que determinan el triángulo ABC son: 
 

  
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,1,20,0,11,1,1

1,1,00,0,11,1,1

−=−−=−=

=−=−=

ACAC
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 El área del triángulo es la mitad del área del paralelogramo que determinan los 
vectores ACyAB . Conviene saber que el área del paralelogramo es igual que el mó-
dulo del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto: 
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 El volumen del tetraedro es, en valor absoluto, un sexto del volumen del paralele-
pípedo cuyas dimensiones determinan los tres vectores 
 
 Los vectores que determinan los cuatro puntos son los siguientes: 
 

  
( ) ( )

( ) ( ) ( )3,1,10,0,13,1,0

1,1,2;;1,1,0
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 El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que 
determinan sus dimensiones: 
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b ) 
 El plano π  que determinan los puntos A, B y C  puede determinarse por los vec-
tores ACyAB  y por cualquiera de los puntos, por ejemplo, el A: 
 

( ) ( ) ( ) 0;;01221;;0
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 La distancia de un punto a una recta es: ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π , que 

aplicada al punto D(0, 1, 3) y al plano 0=−≡ zyπ  es: 
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c )  
 La recta ACr ≡  se determina por su vector director ( )1,1,2−== ACv  y, por 

ejemplo, el punto A(1, 0, 0):  
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 La recta BDs ≡  se determina por el vector BDm =  y, por ejemplo, por el punto 
D(0, 1, 3). 
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 Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes, lo cual 
significa que las rectas se cortan o se cruzan. Según el apartado b ), al formar un tetrae-
dro, las rectas se cruzan. 
 
 Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor distancia 
entre ambas. 

 
 Para una mejor 
comprensión, hacemos 
un esquema de la situa-
ción, que es el adjunto. 
 
 Un punto de la 
recta r es A y un punto 
de la recta s es B. 
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 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
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4º) Dada la matriz 
















−
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A , se pide: 

 
a ) Comprobar que se verifica la igualdad OIA =+3 , siendo I la matriz identidad y O la 
matriz nula. 
 
b ) Justificar que A tiene inversa y obtener A-1. 
 
c ) Calcular A100. 

---------- 
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b )  
 
 Para que A tenga inversa, su determinante tiene que ser distinto de cero: 
 

...,0112161512

431

541

430

jqcinversibleesAmatrizLaA ⇒≠−=−−+=
−

−−=  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
 Para obtener la matriz inversa de A vamos a proceder por el Método de Gauss-
Jordan: 
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c ) 
 
 Para calcular A100 tendremos en cuenta que OIA =+3 . 
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