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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a los ejercicios de una opcion y a otros ejercicios
otra opcion. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido de una d
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas.

OPCION A

1°) Determinar la ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del plano 1
que la suma de los cuadrados de sus distancias a los puntos O(0, 0) y A(1, 1) es ig
9. Si se trata de una curva cerrada, calcular el area que encierra.

Sea P(x, y) el punto genérico del lugar geométrico pedido. Segun el enunci
del problema tiene que cumplirse que:

2

OF +AP =9 = [\/(X—O)Z+(y—0)2jz+(\/(x—])2+(y_1)2j =9 ::

X+ Y+ (x=P+(y-1° =9 K+ ¥+ X - 2+ I y? - 2y+1=9;;

28+ 2 - - 2y-7=0

El lugar geométrico es una circunferencia.

El centro y el radio de la circunferencia hallada son los siguientes:

A=-2a=-1- a=1
2

7 11
X2+ -X-v—-——=0 o=, =1.
Yy - x-y 5=0= = (2 j
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2 2
C::Ea2+b2'_r2 > = (lj 4—[lj -—(—uZJ :\/lﬁnl-}Zi:
2 2 2) V4 4 2

Sabiendo que el area del circuloSgs- 77r?, seria:

S, =m-2* =4mu?
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2°) Sean A, B y C tres puntos del espacio tridimensional que verifican la siguiente r
cién: CB = -3- CA. Se pide:

a ) Calcular el valor de k en la expresi®C= k - AB.

b) SiA(1, 2,-1) y B(3, 6, 9), hallar las coordenadas del punto C que cumple la relac
de partida.

a)
dB "AG CB= AB:: CB= AB-AC
”““‘ C_é = _3 . C_A . . b
— AB-AC=-3-CA
'CB= AB- AC

C

AC=1.7AB;; AC=k AB = k=~
4 4
b)
Para A(1, 2, -1) y B(3, 6, 9) y un valor dex%, siendo C(X, y, z), seria:
—C::ll .AB ;4. AC= AB ; 4(x- 1y- 2z+ )1=(369-(1 2 -1) ;;

K—-4=2 ;;, 4Xx=6 - x:g

(4 4 4-8 &+9=(2410) = { 4-84; 4y=12_ y=3 :c(§,a§j

&+ 4=10 ;; 4z=6 - zzg
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3°) Se consideran las funcioneg = % -2x3 y dX=ax +b.

a ) Calcular a y b para que las gréficas de fy g sean tangentes para x = 2.

b ) Para los valores de a y b calculados en el apartado anterior, dibujar las grafic
ambas funciones y hallar la ecuacion de la recta tangente coman.

c ) Para los mismos valores de a y b, hallar el area limitada por las gréaficas de ar
funciones y el eje vertical.

a)

f(Y=x- 2+ 3;f(X)= 2- 2= (= 2.222=4-2=2=1"(2)

Ok= ak+ b oly= 2x~ g(3= 2 -2=4a=g'(2)

= f(9=91(2 = 2=4a; a:%

f( p= 2- 2.2+ 3= 4- 4+3=3=1(2)

= f(9=9(2 = 3=2+b;; b=1

d¥=ax+b;; g(2)=

N |

2 +b=2+b=g(2)

b)
A= %-2x+3 y g(x):%x2+1
Se trata de dos parabolas convexas cuyos minimos absolutos son los siguients
f(X)= x> 2 0:;x= 1;f()E 2~ 2-% 3 + 2+ 3= 2= Min.= P(1 2)

g(x)=x=0;9(0=1= Min.= Q(0, 1)

Los puntos de corte de ambas parabolas son.
f k= §Xx= >%—2x+3:% X+ 1;; 28— 4x+6=x+2; x*-4x+4=0;;

(x- P= 0;;x= 2- f(2=9(2=2-2-2+3=3 = Unico puntodecorte: A(2, 3)

Por tener los minimos absolutos de ambas parabolas ordenadas positivas, nin
de las parabolas corta al eje de abscisas.



La ecuacion de la recta t, tangente a ambas curvas en el punto A(2, 3) tien
pendiente siguiente:

f(Y= 2- 2;;m=1(2=2.2-2=4-2=2=m

v y= mhx %)= y- 3= x- = 2x-4; t=2x-y-1=0

Para representar la recta t tendremos en cuenta que pasa por el punto B(4, 7).

La representacion gréafica de la situacion es la siguiente:
\/Ak

f(x)= x*-2x+3

»

ol/ 2 X

Como puede observarse por la grafica, las ordenadas de las parabolas corre:
dientes a la zona del area pedida, son mayores las de la fui{aénx® - 2x+3 que

c)

las de g(x) = %xz +1, por lo cual el area es la siguiente:

2

SJ:[ > ok dx:J:{( x-2 )&3)—@ )5+1H dx:j(%xz—2x+2jdx:

0

3 2 2 3 2 3
S| X2 o] =X wax| =[E-2+2.2]-0=8-444=2 =5
6 2 e L6 6
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ax+ y+4z=1
4°) Sea el sistema de ecuaciones lin &+ ay-2z=1:
y+z=a

a ) Discutir el sistema segun los valores del parametro a.

b ) Resolver el sistema para a = 2. c ) Resolver el sistema paraa =1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:

a 1 4 a 1 4 1
M=|-1a -2|yM=|-1a -2 1
0 1 1 0 1 1
a 1 4
IM|=|-1 a -2|=d - 4 2a+1=a’+2a-3=0
0 1 1

=1
go-2tV4+12 _-24J16 _-2%4 _ =&s

2 2 2 a, = -3
Para {aa;_ls} = Rango M= Rango M'= 3= r inc6g. = Compatible Determinado

Veamos el rango de M’ para los valores hallados anteriormente:

1 1 4 1
Paraa=1= M'=|-1 1 -2 1| = {C,=C,} = RangoM'=2
O 1 1 1

Paraa=1 = RangoM= RangoM'= 2< rf incog. = Compatible Indeterminado

-3 1 4 1
Paraa=-3=> M'=|-1 -3 -2 1 | = Rangode M' =
o 1 1 -3

-3 1 1
= {c,c,C}=|-1 -3 1|=-2F 1+ 33=-28#0 = RangoM'=3
0 1 -3




Para a=-3 = Rango M# Rango M' = Incompatilke

b)
2x+ y+4z=1
Resolvemos para a =2 (C. D.). Es sistema resultar 2y—2z =1.
y+z=2
Aplicamos la Regla de Cramer:
11 4
1 2 -2
(o121 1| 24 4-16+2-1_-13_
2 1 4 4- 4+ 4+1 5
-1 2 -2
0O 1 1
2 1 4 2 11
-1 1 -2 -1 21
10 2 1| 2-8+8+1_3_ |0 1 2 8-1-2+2 7 _
y= = =-=Y Z= = =_-=Z
5 5 5 5 5 5
c)
X+ y+4z=1
Resolvemos paraa =1 (C. |.). Es sistema resulta+ y—2z=1.
y+z=1
Despreciamos una de las ecuaciones y parametrizamos una de las incognitas:
x* yi42:1} = 2=A =>y=FA ;;x=Ly-MN=1-1+1-41=-31=x
y+z=1 -

X =-31
Solucion: <y=1-4, OAOR
z=A1
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OPCION B

1
1+¢e'’

1°) Sea la funciorf (t) =
a ) Calcularf f(t)dt.

) X [im g(x)
b) Se def = f(t)dt. Calcul =7
) Se defineg(x) { (t) alcular " =

t

dt =

[f(dt=]-2 dr= [ =17 g [ gr=[1at-[-

1+¢€ 1+ €

+e' é dt=dz

| :jlet dt = {“ézz} = | :j% dz= Lz+ C= L{1+e')+C =1

Sustituyendo el valor obtenido en la expresién (*), queda:

[ f(Ydt=t- Lo+ €)+C

b)

@);f fhde[ & i+ & =[x U1+ &)-[o- L+ &)= x- Lli+e)-L2=

0

1+¢e”
=x-L = X
S =9
X—Lﬂ
im gx)_ fim *"" 5 lim x-L(we)+L2_0-L2+L2_0_ .
X - O X X - O X X - O X O O .
eX
— (L'Hopital) = im e T0lim 1+e-e_ lim 1 1

X0 1 X500 1+e* X 01+eg 1+¢€°

N[ =
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P X esuna funcién par.

2°) Sea P(x) un polinomio de cuarto grado tal queosraicesson x=1 y x=-/5. Se
P(0)=5

pide:

a ) Hallar sus puntos de inflexién.

b ) Dibujar su gréfica.

a)
Por ser una funcion par tiene que ser de la fofnhi= ax' + bx +c.

P(0)=5= c=5.
P1)=0 = a+b+5=0. (1)
Pv)s esa (v B+b [V E+ 5 0: 28+ B+5 0 5arb+1=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

atb+5=0| —-a-b-5=0
= 4- 4 0;;a-E0;;a=1;;1+b+5=0::b=-6.
5a+b+1=0, 5a+b+1=0

El polinomio resulta seA(x)= x*-6x*+5. Los puntos de inflexién son:

f k= 42— 12¢;; PEY= 126 1255 P(x)=24x.

P(x)= 0= 122-120;;x*-1=0;;¥=1;; x=-1;; x, =1,

P"(-1)=-2420
= P | parax=-1y x=1.

P"()=2420
P(- 3=P()=1-6+5=0.

P.l= A-10 ; B(10)

b)

Para dibujar su grafica con mayor precision vamos a determinar los maximo
minimos.

P(x)= 0> 4-1x=0; 4><(x2—:§=0:> x =03 X, ==/3 ;; X, =4/3.




P'(0=-12<0 = Maximo relativo para x =0

P(x)=12¢-12= {P '(—\/_E): 36-12>0 = Minimo relativo para x=—+/3.

P (\/_3= 36-12>0 = Minimo relativo para x=+/3

P(0=5= Max.= P(0, 5)

HX)=x~6x2+5 = | P~V 3= 9-18+ 5= -4 = Min = Q[-v3, -4).

P(V3= o 18 5=-4= Min. = R\/3, -4)

La representacion grafica es, aproximadamente, la siguiente:

\(A

—
I

\‘

&=

A(X)=x*-6x*+5 -
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39) Se considera el tetraedro de vértices A(1, 0, 0), B(1, 1, 1), C(-2, 1, 1) y D(O, 1, 3).
a ) Hallar el area del triAngulo ABC vy el volumen del tetraedro ABCD.

b ) Calcular la distancia de D al plano determinado por los puntos A, By C.

c ) Hallar la distancia entre las rectas AC y BD.

a)
Los vectores que determinan el triangulo ABC son:

AB=B-A=(11)-(1200=(011)

AC=C-A=(- 11)-(109=(-211

El area del triAngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectores AB y AC. Conviene saber que el area del paralelogramo es igual que el n
dulo del producto vectorial de los vectores que lo determinan, por lo tanto:

S :g.(xemA—c'):

N |-

i j ok
0 11 :%-|i+—2j+2k—i|:%-|—2j+2k|:|j+k|:
-2 11

=JE+12 =42 # =S,

El volumen del tetraedro es, en valor absoluto, un sexto del volumen del parals
pipedo cuyas dimensiones determinan los tres vectores

Los vectores que determinan los cuatro puntos son los siguientes:

—_—

u=AB=(0,11); v=AC=(-211)
‘w=AD=D-A=(0,13(100=(-11 3

El volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores
determinan sus dimensiones:

0 11
-2 1 1 :% _|_2_1+1+6|:%-|4|::—23U3 =Vaeco
-113

Vaeco :%‘ [—lj (V DW)” :%



b)
El planon que determinan los puntos A, By C puede determinarse por los ve
tores AB y AC y por cualquiera de los puntos, por ejemplo, el A:

x-1 vy
H(AKBR)E 0 1 1/=0;(x-39-2y+2z2-(x-2)=0;; m=y-z=0
-2 1

77):| Ax + By, +Cz, +D|

La distancia de un punto a una recta e, , que
\/Az + B2 +C2
aplicada al punto D(0, 1, 3) y al plamc= y-2=0 es:
0-6-1-1-1-3+0 1-3
4(D, )= 182 L 5 -4, )
Jorre(-1f V1+l 42
c)
La rectar = AC se determina por su vector director= AC=(- 2, 1, 1) y, por
x=1-21
ejemplo, el punto A(1,0,0)r = y=A1
z=A

La rectas = BD se determina por el vectan = BD y, por ejemplo, por el punto
D, 1, 3).

X=-/
m=BD=D-B=( 013 (1213=(-202 ; s={y=1
z=3+2/

Los vectores directores de las rectas r y s son linealmente independientes, lo
significa que las rectas se cortan o se cruzan. Segun el apartado b ), al formar un te
dro, las rectas se cruzan.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist:
entre ambas.

Para una mejor
comprensioén, hacemos
un esquema de la situa-
cion, que es el adjunto.

Un punto de la
recta r es Ay un punto
de larecta s es B.




El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

\#ﬁu(ﬁ\D_ﬁ):‘ﬁvD_fn‘- hz‘TxDﬁ‘-d - d:‘ u;(vim)‘
‘va‘
0 11
L 211
‘u-(va)\ ~10 2 -1+ 1+4] 4
d(r, s)=—— =1 —— = : ==
‘va‘ i j k|| |[2-j+k+4j| [2+3]+K]
211
~10 2
4 4 4 :4\/1_4:2\/1_4u:d(n J

V2 i3+ Jaro+l J14 14 7
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0O 3 4
4°) Dada la matriA=| 1 -4 -5]|, se pide:
-1 3 4

a ) Comprobar que se verifica la igualdath | =0, siendo | la matriz identidad y O la
matriz nula.

b ) Justificar que A tiene inversa y obtener. A

c ) Calcular A%,

a)
0O 3 4 0O 3 4 @ 34 06 1212 0-15+16
A=A-A=|1 -4 -5|-|]1 -4 -5|= 6 45 3F 1615 4+20-20 |=
-1 3 4 -1 3 4 - 6 3 4- 3F 12 12 - 4-15+16
-1 0 1
=l 1 4 4|=A
-1 -3 -3
-1 0 1 0O 3 4 - 01 -303 -4-0+4
A=AN.-A=|1 4 4|-|1 -4 -5|= @ 4 4 3F 1612 4-20+16 |=
-1 -3 -3 -1 3 4 -8 3 3- 3F 129 -4+15-12
-1 0 O
=l 0 -1 0 |=A
O 0 -1
-1 0 O 1 00 00O
A+l =l 0 -1 0|-|0 1 0|=|0 0 0|;; A+1=0, cqgc.
O 0 -1 0 01 O 0O
b)

Para que A tenga inversa, su determinante tiene que ser distinto de cero:

0 3 4
|A|=| 1 -4 -5|= 12 15 16-12=-1#0 = La matriz Aes inversible cq.j.
-1 3 4




Para obtener la matriz inversa de A vamos a proceder por el Método de Ga
Jordan:

0 3 4]/100 1 -4 -5/010
(A/|):1—4—501o:>{F1“F2} 0 3 4/100=
F, - F,+F,
-1 3 4001 0 -1 -1/011
1 -4 -5/01 1041410
S{F, -iF)}=l0 1 ¢ |2 00 {E*E:‘LFZ} 0142 00>
0 -1 -1{0 11 o0 0041111
100/ 1 0 -1
h-R-h 0| -1 -4 -4|={F, -3F} =
F, - F,—4F,
1l 1 1
1001 0 -1 1 0 -1
=]010|-1-4-4/= A'=|-1-4 -4
001/ 1 3 3 1 3 3

Para calcular R°tendremos en cuenta qué+1 =0O.
A*=0 -1 =-1 ;; (A =(=1)® ;; A® =1 % =]
/ﬁg '/\::_'ISS' /\ . /VDO — _I ./\
/EDO — _/\
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