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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
OPCION A

X

1°) Se considera la funcién real de variable real definidaf pgr= — 1
X

a ) Determinar sus maximos y minimos relativos.

b ) Calcular el valor de a > 0 para el cual se verifica la igug|dde) - dx=1.
0

a)
£(x)= 1-(x2+])—x-2x: X2 +1-2x* _ 1-x* _ (%)

(x2 +1)2 (x2 +1)2 (x2 +1)2 )

f(x) = = 2 (x2+ }f—(l—xz) -[2-(X2+])-2x]:— X -(X2+])—4x-(1—x2)
(x* +1)° (x> +1)°

_ - 2¢ - 2x=4x+4x° _ 2 —6x _ 2x(x* =3) _ (%)
(x +1J (e +af (2 +1f

() — 1-x _ .. ey =1 oy =
f'(x)=0=>—"5=0;;1-¥=0;%x=1; x=-1
(x* +1)

2 _ = _
()= 21t - 3): 2:(-2) 4-_1<0 = Maximo relativo para x =1
(12+1) 4 4
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o(-1)=-29 -3 _-2(-2)_

(2¢+f 4

=1>0 = Minimo relativo para x=-1

NN

x> +1=t

ot

2
o X +1

(X dx=1= = dx=1;; {

o X=a-ot=a’+1
-
- X = 0 N | ::1

2 I'dt:l sL)it= 2@+ 3-LE2 L@@+ )-0=2;; @ +1=€
1

xdx = 1dt
2

gd=¢6-1;; a=+Je&-1;;; (@>0) => a=+J/e’-1
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Ix=2 si x=22

2°) Se considera la funcion real de variable real definidaf pgr=
{x-2) si x<2

a ) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.

b ) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente a la grafica de f en el punto A(<

a)
Para que la funcion sea derivable en x = 2 es condicion necesaria que la funcic
sea continua para x = 2:

M )= ™M xT2=0=1(2)

. 100= ", xx-2] =0

La funcion es continua para x = 2.

Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

La derivada por la izquierda es

f()=3x-2=(x-2)s = f(x :é(x-z)-i =1 )=+

La derivada por la derecha es:

{(Y=xXx-2=¥-X= f'X)=X%-2= f'(2+):2

= f '(2‘)¢ f'(2*) = La funcion no es derivable para x =2

¥ y= nix- %) = y—1:%(x— 3 5, 3y-3=x-3;; Tangente t= x-3y =0
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X+ y+Az=N
3°) Se considera el sistemg-z= A , dependiente del parametio Se pide:
X+ Ay+z=A

a ) Discutir el sistema segun los diferentes valores del pararmetro
b ) Resolver el sistema en los casos en que sea posible.

c ) En el caso dd =2, indicar la posicion relativa de los tres planos cuyas ecuacion
forman el sistema.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
11 A 11 A X
M=[0 1 -1|;M'=|0 1 -1 A
14 1 14 1 A
11 A
IM|[={0 1 -1/=1-1-1+4=0=|M|=0, OAOR
14 1
Vamos a estudiar el rango de M’
11 X 11 A 1o
{c,c,cl=/01 Al=2-]0 1 1 :/1(1+1—)|—/1):/1(2—2/1):>{A1_1
11 A 141 :
1 A x 1 A A
A =0
{c,c.cl}=l0 -1 A|=2-|0 -1 1 :/l(—1+/l+/]—]):/l(2/]—2):>{/] -1
1 1 A 1 1 1 :
1 A X 1 A A
[c,c.Cl=]1 -1 Al=A-|1 -1 1= A1+ A+ 2+ -1-))=
A1 2 A1 01
A =0
=M2r -2 =22 -1)= 12, =1
A, =-1
A#£0

Para { } = Rango M =2# Rango M '=3 = Incompatille

A#£1




Para {j _g} = Rango M= Rango M '=2 = Compatible Indeterminado

b)
Resolvemos en los casos posibles, o sea,pady A =1:
x+y=0 X==U
A=0 = y-2z=0 = z=u;, x=-u;, y= = Solucion. sy=u , DuOR
x+z=0 Z=Uu

x+y+z=1 t y+z=1
A=1 = <y-z=1 - _ }:z:p;;y:1+,0;; X+y+z=1 -
x+y+z=1 Y7271
X==2p0
- X+t1l+p+p=1;;, x=-2p = Solucion: sy=1+v, OpOR
z=p
.C)
X+ y+2z=4
ParaA =2a = 2 resulta el sistemay-z=2 que, como se detalla en el apar-
X+2y+z2=2

tado a) es incompatible y, como no hay planos paralelos, los planos se cortan dos
determinando tres rectas paralelas.
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4°) Se consideran las rectas EX == =" ys=—"=2=

a ) Calcular la distancia entre ry s.

b ) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta p perpendicular cominaryas:
corta a ambas.

c ) Hallar unas ecuaciones cartesianas de la rectat que cortaary sy que pasa |
punto P(1, 0, 0).

a)
Vamos a resolver este apartado mediante los vectores directores de ambas re«

Un vector director de r es = (1, - 2, 2) y un director de s es =(3 1, -1).

Como puede observarse, los vectoresy v son linealmente independientes, lo
cual significa que las rectas se cruzan o se cortan; para diferenciar el caso determin
un tercer vectorw que tenga como origen, por ejemplo, un punto de r, A(0, 1, 3) y p

extremo otro punto de s, B(2, 0, -1yv= AB=B-A=( 20- }-(0,1 3=(2,-1,-4).

Si los vectoresu, v y w estan en el mismo plano las rectas r y s se cortan;

caso contrario se cruzan, o sea, si el rang{aid& , W} es 2 las rectas se cortan y si el
rango es 3 se cruzan:

1 -2 2
Rang{U, v, W}: 3 1 -1/=-4 6 4 4 1 24= 4-39# 0= Rango=3
2 -1 -4 -

En efecto, las rectas r y s se cruzan en el espacio.

Se entiende como distancia entre dos rectas que se cruzan, a la menor dist
entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.




Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene

origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

w—utwaﬂjmwyhﬂﬂmvyd:zd:‘“jVEW”
utlv
1 -2 2
o 3 1 -1
d( )—‘U'(VDW)‘_ 2 1 -4 _[-46rd-4-1-24]  [4-39
T uov 0 k|| [2+ejrkra-2+j] [7i+7k]
1 -2 2
3 1 -1
35 5 _5V2

5
= = = = =dl(r,
7 j+k| J1r+12 V2 2 u=d(r, s)

b)
Para hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta p perpendicular comin ar
y que corta a ambas hacemos es esquema aclaratorio siguiente.

B(2, 0, -1)

Como puede apreciarse, la recta p pedida es la interseccion de losplanas



siendon, el plano determinado por los vectoresy z y el punto A(0, 1, 3), donde el

vector z es perpendicular al mismo tiempo dey v, que puede ser cualquier vector
linealmente dependiente del producto vectorialde v .

Del apartado anterior sabemos qué&l v = 7j+ & =(0, 7, 7), por lo cual pode-

mos tomar como vector perpendicular comin ay v al vector z = (0, 1, 1).
X y-1 z-3

ﬂl(A u, _z')s 1 -2 2 |=0;-2x+(z-3-2x-(y-1)=0;
0 1 1

—4X+z-3-y+1=0;;, I, =4x+y-z-2=0

El planon, se determina por los vectores y z y el punto B(2, 0, -1)

X-2 y z+1
772(3 v, ;)E 3 1 -1|=0;(x 2+3%z+0+(x-2-3y=0;;
O 1 1

(2 )2 (3+ )k 3= 0;; % 4 3+ 3 3=0;;77,= 2x- 3y+X-1=0

La recta pedida p esp = {42§J_r ;’;f;zz_:lg 0

Expresada por unas ecuaciones paramétricas seria:

4x+y-2-2=0 ~
2x— 3y+ X -1=0 —

]
A

Ax+y=2+A Ax+y=2+A N
2X—3y=1-31| - 4x+6y=-2+6/

X
= P=4Y
z

La rectat que cortaary sy que pasa por el punto P(1, 0, 0) puede obtenerst
mo interseccién de los planasy g, siendo el planoa el determinado por los vecto-

= Y= y¥y=A &X+y=2+A ;; X+A=2+1 ;X

N[~
o
ARSI

c)

res u y AP y el punto P y el plang determinado por los vectoreg y BP Y el
punto P.

AP=P-A=(100-(013=(1-1 -3



BP=P-B=(100-(20-9=(-10 1)

x-1 vy z
a(P, u, ND)E 1 -2 2|=0; 6x )+ 2y z+ 22+ Ax-1)+3y=0;;
1 -1 -3

@x J+ 54 z= 0;; &- 8 Sy+z=0;;a=8x+5y+z-8=0

x-1 vy z

,B(P,_v’,_P’)s 3 1 -1/=0;; (x-1)+y+z-3=0; B=x-2y+z-1=0
-1 0 1

La ecuacion de t por unas ecuaciones cartesianas es la siguiente.

{= 8x+5y+z-8=0
T | x=2y+z-1=0
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OPCION B

1°) Hallar una ecuacién cartesiana del lugar geométrico de los puntos del plano c
diferencia de distancias a los puntos A(0O, 3) y B(0, -1) es igual a 1. Identificar dicho
gar geometrico.

Por definicion, al lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de c
tancias a dos puntos fijos, que se llaman focos, es constante e igual al eje real, se
mina hipérbola, por lo tanto:

El lugar geométrico que tratamos es una hipérbola de focos Ay B.

Siendo P(x, y) un punto genérico de la hipérbola, los radios vectores serian:

r= AP=/(x- 0 +(y-3) =/x* + y* —6y+9

t= BP=/(x-0) +(y+1? = /X + y’ + 2y +1

- r=2a=1= r-t= ¥+ Y -6y+9— X +y* +2y+1=1;;

\/x2+y2—6y+9:l—\/x2+y2+2y+1 -

XAy -Gy +9=1-2\ R+ Y +2y+1+ X+ y +2y+1;;

7-8y=-2\XC+y +2y+1;; 2%+ Y+ 2y+1=8y-7 ;;
4(><2+ v+ V2 )i 64— 102+ 49 &+ 47+ &+ & 647 — 112y +49 ;;

42 - 60/ + 120/ - 45=0
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2°) Sean los planog, = x+ y+taz=-2, n,= % ay z=-1 yn, = ax+ y+z=3, para
cada valor del parametro a, se pide:

a ) Calcular los valores del parametro a para los cuales los tres planos anteriores cc
nen una recta comun.

b ) Para los valores de a calculados, hallar unas ecuaciones cartesianas de dicha
comun.

a)

Para que tres planos tengan una recta en comun es necesario que el sistem
determinan sea compatible indeterminado, de tal manera que los rangos de la matr
coeficientes y ampliada tengan ambas rango dos.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 a 11 a -2
M=1a 1|;;M=1 a 1 -1
a 11 a 1 1 3
11 a
IM|=|1 a 1l|=atata-a’-+ F-a’+&-2=0;a’-%A+2=0.
a 11
Resolviendo por Ruffini:
1 0 -3 2
1 1 1 -2
1 1 -2 0
1 1 2
1 2
-2 -2
1 0
Las soluciones sop, =1 y a, = 2.
111
Paraa=1=> M=|1 1 1| = RangoM=1= &1 noessolucion
111

Para a = -2 el rango de M es dos. Veamos cual es el rango de M’:



1 1 -2 -2
Paraa=-2 = M's| 1 -2 1 -1|= RangoM'=2 {F, +F,=-F}
-2 1 1 3

Los tres planos se cortan en una recta para a = -2.

b)

Para determinar la recta por unas ecuaciones cartesianas o implicitas, baste
tomar las ecuaciones de dos ecuaciones cualesquiera de entre las de los tres planc
ejemplo:

f= )Xt y—2z=-2
| x-2y+z=-1
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3°) Sea A una matriz real cuadrada de orden n que verifica la igusldad, siendo |
la matriz identidad de orden n, se pide:

a ) Expresar A en términos de A.

b ) Expresar Aen términos de A e |, para cualquier nUmero natural n.

. 11
c ) Calcular a para que?A |, siendoA = (O aj'

a)
A = = 1
A=A
A-A*=| }3
b)
A= A A AAAAA A A=A |=A=A
A=R A=A A=A =|=A
R=K-A=1 - A= A=A
A si n impar
A" =
| sin par
c)
X 11 5 1 1) (11 1+0 1+a 10
A=l = A= A =A-A= - =1 ;; , | = "
0 a 0 a) (0 a 0+0 O+a 01

1 1+a 10 1+a=0
= = ) = a=-1
0 a’® 01 a’=1
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4°) Sea f(x) una funcion real de variable real, derivable y con derivada continua en tc
los puntos y tal que: f(0) = 1, f(1) = 2, f(0) = 3y f'(1) = 4. Se pide:

a ) Calcular g’(0), siendg(x) = f[x+ (0)].

im 2 H - f(x+1)
-0 e -1

b ) Calcular
X

a)

dX)= flx+ f(0)] = f(x+1)

gf¥=f{x+ 1= g(9=f(0+ )= ()=4=g7(0)

c)

X Il : 2[f(x)]ezx—_;(x+1): 2[f(0)];—_;(0+1): 2'11;‘2:%:) Ind. = L' Hopitl =
:x” o 2%(%) fe(x>'<)— f(+ )L 4f(D -;0('9)-1‘ (3. 4'113‘4:12_4:§
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