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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
OPCION A

1°) Calcular las edades actuales de una madre y sus dos hijos sabiendo que hace 1
la edad de la madre era 5 veces la suma de las edades de los hijos en aquel mor
que dentro de 10 afios la edad de la medre sera la suma de las edades que los hijc
drdn en ese momento y que cuando el hijo mayor tenga la edad actual de la madi
hijo menor tendra 42 afios.

Sean X, y, z las edades actuales de la madre, hijo mayor e hijo menor, respec
mente.

x+ 10= (y+ 10+ (z+10) x+10= y+z+20 X— y—z=20-10

x— 14= §(y-14+(z-14)]] x-14=Hy+z-28) x- 14= Sy+ 5-140
z+(x-y)=42 Z+ X—y =42 X— y+2z=42

X— 9y— 5 =-126
Xx—y-z=10 - X+ y+z=-10 2 e o
X— y+2z=42 X— y+z=42 = 22=32;;,2=16

X— 5 —-80=-126| x-5y=-46| —-x+5 =46 _ o
Xx-y-16=10 } x—y:26} x—y:26}:> =72 y=18

X—y= 26 ;;X= 26ty=26+18=44=2

La madre tiene actualmente 44 anos y sus hijos 18 y 16 anos.
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2 0 a 2
29) Calcular el rango de la matr&=|-1 0 -1 3 |, segun los valores del pa-
5 a+4 -4 -3

rametro a.
2 0 a a =2
2 a L
(. C. Cl=|-1 o —1:(a+4)-‘_ _l‘:(a+4)-(—2+a):O:>
5 a+4 -4 a, =4
2 0 2 5 2
{c.c.cl=|-1 o 3 :(a+4)-‘_ ‘:(a+4-(6+4)20:>{a2:—4
5 a+4 -3
0 a 2 a 2 a2:_4
(c.c.cls| -1 3 :(a+4)-‘_1 3‘:(a+4-(3a+2)20:>
a+4 -4 -3 a=-3

Para#&-4 elRangode Aes 3, para cualquier otro valor de a el Rangoes 2.

Este problema puede resolverse también por el Métodos de Gauss:

2 0 a 2 =
A:—10—13:>{F

=

- F, +2F, O 0 a-2 8
=

, - —F, 1 0 1 -3 =
5 a+ 4' _'4 _'3 F3 = Fg +'5F2 0 a+ 4 _ 9 :12
1 O 1 -3 1 O 1 -3
:>{F1<_>F2}:> O 0O a-2 8 :>{F2<_> Fs}:> A=| 0 a+4 -9 12
0O a+4 -9 12 O 0 a-2 8

La matriz A tendra un rango tres para cualquier valor real de a que haga line
mente independientes las filas segunda y tercera, o sea, @ardq que como puede
apreciarse, son proporcionales:

-9 _12  -9_12 ,
— = ==";; — === = Proporcionaks
-4-2 8 -6 8

Como se aprecia, llegamos a la misma conclusién, como cabia esperar.
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3°) Sean las conicag = 9X + 16y =144 y ¢, = XK* — 16y* =144,

a ) ldentificarq y c,. Especificar, para cada una de ellas, sus elementos caracteri
cos: vértices, focos, excentricidad y asintotas (si existen).

b ) Hallar una ecuacion cartesiana de la parabola de eje horizontal, abierta hacia la
chay que pasa por tres de los vértices de la c@nica

s

2
c = X +16y° =144 ;; 1i6+§:1 - %+§:1 = Setrata de unaelipse

gig}* g=0+c ; c=va'-b’ =J16-9=47=c

Fo cos F(\/_7, 0) y F'(—\/_7, O) ;; Verticess ‘Al 4, 0,A(- 4,0 ;;8(0, 3,B'(0, -3)

Excentricidad: e= C_¥f_ e ;; Asintotas Notiene
a

2
y ¢, = &K —-16y> =144 ;; 1—)(;—§:1 A %—%zl = Setrata de una hipérbola

Sig}* ¢=d+l ;; c=va?+b® =416+ 9=4/25=5=¢

Focos F(5 0 y F'(-5 0) ;; Vérticess:A 4, 0,A(- 4,0 ;;8(0, 3, B(0, -3)

Excentricidad: e:E:§:e ;; Asintotas y:iE X = y1:§x;; y2:—§x
a 4 a 4 4

b)

La parabola pedida es del tipo gle v/x , cuya expresion general es de la forma:

x= ay’ +by+c . Los vértices de, sonB( 0, 3,F (— J7, O) y B'(0, -3).

Por pasar porB(0,3» O a-3+b-3+c;; 9++c=0 (@

PorpasarpoF'(—ﬁ, O):)—\/_Y:a.6+b.0+c;;cz_ﬁ )

Por pasar por B'(0,-3» Ga (- ¥+b{(-3+c;; % D+c=0 (3



De las ecuaciones (1), (2) y (3):

9a+3)_ﬁ:0 = 1&:2\/7 v a:2_\/7:£:
%-DH-J7=0
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1
X2 +3

4°) Se considera la funcion real de variable real definidaf pgr=

a ) Hallar la ecuacién cartesiana de la recta tangente en el punto de inflexién de ab:
positiva de la grafica de f.

b ) Calcular el area del recinto plano limitado por la gréafica de f, la recta anterior y el
x =0.

a)

La funcion f(x) es continua y derivable en su dominio, que es R, tiene un punto
inflexion en los puntos de abscisa que anulan la segunda derivada:

W=

- 2(x2+ )f—( [2 (x +?) 2x] ( )+8x _ =2 —6+8x% _

()= (x + 3) (x2 + 3)3 (x2 + 3)3

6x> -6 _ 6(x* - 1) £(x)

e +3) )

6(X _l) 2
¢ w2 %Ny ey —_
'(x) = (X +3) =0;x-1=0;;x=1;; x,=-1

Por condicién del enunciado del problema, la abscisa Unica es x = 1.

El punto de tangencia es:

La recta tangente pedida es:
1 1
Y- ¥= IT(X—XO) = y_Z:_é(X_]) 5 8y—2=-x+1;;

t=x+8y-3=0




b)
Teniendo en cuenta que f(x) es simétrica con respecto al eje de ordenadas (et
funcién par) y que, a medida que aumenta el valor absoluto de x disminuye el valol

f(x), de tal manera que el eje OX es una asintota de la fu6§|gn+ f(x) = Oj.
— o0

De las observaciones anteriores se deduce que la funcidn esta acotada infe
mente, f(X >0, OxOR y que, como consecuencia, el maximo absoluto se produce pz

x =0, f(O):% = Q(O, %j

La representacion gréafica de la situacion es, aproximadamente, la siguiente:
Y a

1

><V

-1 @) 1

., . 3-X
La expresion de la tangente como funcion gasT.

Aungue es evidente, vamos a demostrar que el Unico punto de corte de la cur
la tangente eﬁ’(l %j:
1 3-X

= 8 X+ FX- X ;X¥-+3-1=0;;(x-2"=0;; x=1 cqgc

Como puede observarse, todas las ordenadas de la tangente son mayores q
de la funcién en el intervalo del area a determinar, que es la sombreada de la figura
lo cual el area pedida es la siguiente:

C13-x 1 3t 1 1% [] o1l odx
[ T R Ko R v BHE Hsfm

:9(1_0)_}(£_oj

8 82




1 X = 1 s s
— =t =1_.t=—" 1

|1:I—dxz = 143 X=h-t J3r = |1=x/1_3jt2di1: 3[arctagt] 3=

O(){j+1 dx=+/3dt| x=0-1t=0 0

V3
1 T /3
= /3| arctag —= — arctag 0 :\/:_3(——0):—:|
e ) 6 6

Sustituyendo en (*) el valor obtenido dedueda:

s:g—i—l-”@’: 54- 9- 8773 _ 45-8774/3 45433 _ 147 _ o0 oo

16 3 6 16-9 144 144 144
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OPCION B
X=1+t
1°) Hallar una ecuacién cartesiana del plano que contiene a la eeCte=-1+2t y
z=t
es perpendicular al plamo=2x+y-z=2.

El planoa pedido tiene como vectores directores al vector normal al playpo
al vector director de la recta r y como punto puede tomarse un punto cualquiera d
rectar.

El vector normal del plana es n =(2, 1, -1).

Un punto y un vector director de rson:=(1 2,9 y P(1, -1, 0).

La ecuacion general del planopedido es:

x-1 y+1 z
alp V)2 21 -1= 00 (o e 2 dx-9-Ay+D)=0 5,
1 2 1

Bx 1- $yr 1+ 32=0;; x-1-y-1+2=0

a=x-y+z-2=0
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29 Los puntos A(1, 1, 1), B(2, 2, 2) y C(1, 3, 3) son tres vertices consecutivos de
paralelogramo. Se pide:

a ) Hallar las coordenadas del cuarto vértice D y calcular el area del paralelogramo.

b ) Clasificar el paralelogramo por sus lados y por sus angulos.

WB:FC;; B-A=C-D ;;
(222(113=(133-(x v 2);
A (119=(1-x3-y 3-2) =

D

- x=0
=2 = D(0 2 2
— A% 4 4

-

b)

AB=B-A=(222-(119=(111) = |AB|=/E+1+1 =3

AD=D-A=(023(119=(-111) = |AD|=y(- ¥ +2+7 =43

Tiene los cuatro lados iguales.

AB AD=( 1,101 {(- 1 1 J=-1+1+1=1#20= Los lados no son perpendiculares.

El cuadrilatero que tratamos es un rombo.
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X—-y=2
39) Se considera el sistema de ecuaciones lineaes y+ 2z =0, dependiente del pa-
X- y+az=1
rametro a.
Se pide:
a ) Discutir el sistema segun los diferentes valores del parametro a.

b ) Resolver el sistema para a = -1.

c ) Resolver el sistema para a = 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 -10 1 -10 2
M=la 1 2|;;M=|la 1 20
1 -1 a 1 -1 a1l
1 -10
IM|=|a 1 2|=a 222d=0;;d+a=0;;a@+)=0;,8=0;4a,=-1
1 -1 a
Para {;:91} = Rango M= Rango M'= 3= rP incég = Compatible Determinado
1 -10 2
Paraa=0= M'=|0 1 2 0| Veamos cualesel rangode M' =
1 -101
1 -1 2
= {Cc.,C,, C}=|0 1 0/=1-2=-1#0 = RangoM'=3
1 -11

Para a=0 = Rango M# RangoM' = Incompatile




1 -1 0 2

Paraa=-1= M'=|-1 1 2 0| Veamos cuélesel rangode M' =
1 -1 -11
1 0 2
= {c=-c}=1{c,c, Cc}=|-1 2 0/=2+2-4=0 = RangoM'=2
1 -11

Para a=-1 = Rango M= Rango M'= 2< rP incog.= Compatible Indeterminado

b)
Para a = -1 resulta un sistema compatible indeterminado, por lo cual, despre
mos una de las ecuaciones y parametrizamos una de las incégnitas:

X-y=2 X—-y=2

ax+ y+2z=0 = a=-1 = y—_ =2z=2;,2=1
_ - X+y+2z=0

x—- y+az=1

X=A ;; X—y=2;, y=x—-2=A-2=y

X=A
Solucion: ky=4-2 OAOR
z=1
.C)
X—y=2
Para a = 2 resolvemos aplicando la Regla de Craame?: = < 2x+ y+2z=0
X—-y+2z=1
2 -1 0 1 20
0O 1 2 2 0 2
1 -12 4-2+4 6 112 4-2-8 -6
X = = =—=1=x ooy = = = _—1:y
1 -1 0] 2-2+2+4 6 — 6 6 6 —
2 1 2
1 -1 2
1 -12
2 1
1 -11] 1-4-2+2 -3
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X2 +3x+1

4°) Se considera la funcioh(x) =1 X
— six<-1
X-1

si x=-1

a ) Estudiar el dominio y la continuidad de f. b ) Hallar las asintotas de la gréafica de

c ) Calcular el area del recinto plano acotado limitado por la grafica de f y las rectas
ecuacionesy=0,x=1yx = 2.

a)
Para una mejor comprension de izquierda a derecha expresamos adecuadar
la funcion:

& si x<-1
x-1
f(x) =
X2+ 3X+1 .
—— s8I x=2-1
X

. . 2X .,
Teniendo en cuenta que el valor que anula el denominador de la expreslmn
X —

(x = 1) no pertenece al intervalo que representa,

La funcién esta definida para cualquier valor real de x, excepto para x = 0.

Para el estudio de la continuidad, los puntos a estudiar son parax =-1y x = 0:

Para que una funcién sea continua en un punto tiene que cumplirse que los lirr
por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcién en ese pi
to:

lim _ f(x): [im 2x _ -2 -1
X - -1 X--1x-1 -1-1
XxX=-1= =
) . ) ~ ~
) Imir f(X):X“m_lX + X+ 1:1 _3+1:_—1:_l: f(—l)
N - X 1 1
I f(x)=f(-12)= fim . (f)x= La funciénescontinua para x = -1
X - _1 X - _1
[im f(x): lim x2+3x+1:_
X - 0 X > 0 X
Xx=0= =
lim f(x): [im x2+3x+:|_:+
X - 0" X - 0" X —




[im

o { X= La funciénes discontina para x =0
X -

(salto infinito)

b)
Asintotas verticales: Son los valores que anulan el denominador (en el interv
gue determinen, tratandose de funciones racionales definidas a trozos, como es el

gue nos ocupa).

Segun el parrafo anterior y el estudio realizado para el dominio y la continuid
se deduce que la recka= 0, (eje OY) es asintota vertical de la funcion.

Asintota vertical: x = 0.

Asintotas horizontales: Son los valores finitos que toma la funcién cuando x tie
de a mas infinito y a menos infinito:

y= lim f(x): lim f(x)ﬁz _

X - —00 X - —00 Xx-1 —

N
<

1 1 2
lim F(x) = lim f(x)x +3x+1

= =+00 = Notiene

Asintotas oblicuas: Son de la formpa mx +n.

li li
Los valores de my n som= 1) yn= T [HX-mA.

Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador, como ocurr
nuestro caso en el intervalel, + ).

xX*+3x+1
[im [im lim 2 4 3x+
m= —f(x): X = —X :EX 1:1:m
X - 00 X X — 00 X X —» 00 X
[im [im 2 4+ 3+ [im +3x+1-X?
. [ #(x)-m = [x 3x 1_1')(): X 3x21 X _o=n
Asintota oblicuaen (-1, +): y=x
Cc)

Para calcular el area del recinto plano acotado limitado por la gréfica de fy
rectas de ecuaciones y = 0, x =1y x = 2, hacemos una representacion aproximada

situacion:



La superficie a calcular esta sombreada.

N
\

i A 1~ (e X2 + 3X + 1
En el intervalo en que esta la superficie a calcular la funcidipgs —————.

s:jf(x) dx:sz+—3X+1 2(
1

dx= |

1 1

2 2
x+3+£jdx:{§—+3x+Lx} =
X 2 L

il

:(g+6+|_2j—(%+3+L1j:8+L2—2— =§+L 7] 45 069=519 ¥ =S
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