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SEPTIEMBRE — 2003
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
REPERTORIO A

1°) Dados los puntos A(1, 0, 1) y B(O, 2, 0), y el plaa®x -2y - z-7 =0, determinar
el planon', perpendicular al plana, que pasa por los puntos Ay B.

El plano pedidon’, tiene como vectores directoresna= (1, - 2, -1), normal al
plano 7 y el vector v= AB=B-A=( 0,2 0-(1 0 3J=(-1 2 -1) y como punto
puede tomarse A o B, por ejemplo cogeremos B:

x-1 vy z-1
77‘(A' n, V)s 1 -2 -1|= 0 6% )+ y 3z 3-4z-)+2Ax-1)+y=0
-1 2 -1

fx- 1+ =0 &-4+2Y=0 ;; m=x+y-2=0
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x-1 y+1 z-k
-1 1 1

2°) Dadas las rectas= , Se pide:

X—-y+z=3
3x+z=1

a ) Hallar el valor de k para que las dos rectas estén contenidas en el mismo plano.

b ) Para el valor de k obtenido en el apartado anterior, determinar la ecuacion ger
del planon que las contiene.

a)
En primer lugar expresamos las rectas r y s en ecuaciones parameétricas:
x=1-A
X—-y+z=3
rsy=-1+A ;; r= = X=u = z=1-3u ;; x-y+z=3;,
3x+z=1
z=k+ A
X= U
y=X+2z2- F U+ 1-u-3=-2-2u = S={y=-2-2U
z=1-3u

Un vector director y un punto de cada una de las rectas son:

- u:(—J,J,l);;S:> v=_(1-2 -3
A1 -1, k) B(0, -2 1)
Si las rectas estan contenidas en el mismo plano, los vectoresy w = AB
tienen que ser linealmente independiente, o lo que es lo mismo: el rango de la m:

gue constituyen tiene que ser menor de 3.

‘w=AB=B-A=(0- 2 )-(1-1K)=(-1, -1 1-K=w

-1 1 1
Rangode{G,V,W}: 1 -2 -3|=0; 8rk)- & 3 2+3-(1-k)=0
-1 -1 1-k

2- Xk+3-1+k=0;, k=4

b)
El plano7 es el que tiene como vectores directores a los vectorgsv , direc-

tores de las rectas y como punto puede tomarse cualquier punto que pertenezca a
guiera de las dos rectas, por ejemplo, el punto B(0, -2, 1) perteneciente a s.



X y+2 z-1
alB G V)e-1 1 1= 0 se(y 3 de d-(e- dr Ay =0
1 -2 -3

- x— fy+ P+(z- )= 05— x— Y- 42z-1=0;; 1= x+ 2y-2z+5=0
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3x+4y+3z2=9
3°) Se considera el sistema de ecuaciomas 2y+z=5, se pide:
X+ y+z=2
a ) Determinar los valores de m para que el sistema dado tenga solucién Unica.

b ) Resolver el sistema para m = 1.

a)
3 43 3439
M=m 2 1| ;; M=m 2 15| ;;
111 1112
3 43
IM|[=|m 2 1/= 6 &+ 4 6-3-4m=1-m=0 ;; m=1
111

Param#1= RangoM= RangoM'= 3= rP incog = Compatible Determinado

El sistematiene solucion Gnica OmO R—-{1}

b)

9
Param=1> 51].
2

P Pow

4
2
1

PR oW

Por ser @= G, , para estudiar el rango de M’ basta con estudiar el determinar
formado por las tres ultimas columnas:

9
M = {C, C,C} = 5= 8 18 15 9 20- 12= 41-41=0
2

= N b
N

Param=1 = RangoM= RangoM '= 2<n°incognitas = Compatible Indeterminado

33X+ 4y+3z2=9
Para m = 1 resulta el sistema: x+2y+z=5
X+ y+z=2

Despreciamos una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y parametriza
una de las incégnitas, resulta:



z=A ;; y=3 = x=2-y-A=2-3-A=-1-A=X

x+2y+z=5}
=
X+ y+z=2
x=-1-A
Solucion {y=3 OAOR
z=A

Dando valores @ se obtienen las infinitas soluciones, por ejemplo:

x=-1 X=-2 x=1
A=0=><:y=3 ;; k=1= y=3 ;; k==2 =< y=3 ..
z=0 z=1 zZ=-2
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senx
2—COS X

4°) Seaf(x)= , definida en el intervalo cerrado y acotdd@n, 27|, se pide:

a ) Calcular los puntos del intervalo dado donde f alcanza sus valores maximo y min
absolutos.

b ) Dibujar la gréfica de la funcién f en el intervalo dado.

c ) Calcular| f(x) - dx.
0

a)

El denominador def(x) es#0, OxOR, por lo cual f(x) es continua en su do-
minio, que es R.

(- x)= sen(-x) _ —senx _  senx

~ = = =-f(x) = Simétrica respectoa O.
2-cos(—x) 2 cosx  2-cosx

£1(x) = cox {(2-cos J senx senx _ 2Xos x-cos x-serfx _ Xosx—-1 _ £(x)

(2-cosx)? (2-cosx)? (2-cosx)®
T, -
) X 3 % 3
f(x)= & ZXoxx-1=0 ;i Cosx == = En [- 27, 2n1] =
x =2 .y =27
° 3 ! 3
wiy_— senx (-2 cog®-( Xos- 1 -42-cos - senx _
f'(x) = ; =
(2-cosx)
_— genx (- 2 cosy-(Zos x 1) -2senx _
(2-cosx)’®
_ - 4 senx 2 senxcos ¥ 4 senxcos x+ 2senx _ - 2 Ssenx 2senx cos X _
(2-cosx)’® (2-cosx)’

_ - 2senx(1+ cgosx) = £(x)
(2-cosx)




—Zseng( 1+ co%j -2 \/:_3(1+1j

fr(z) = - = 2 - 2 <0 = Maximo =
T 1
(2—co&) (2—)
3 2
Seng @ @ \/:_3 T 3
f(%): 377_ 2 - % =— = Maximo: Pl[—, —j
2-cos- 2-—- - 3 3
3 2
—Zsen%T(Hcos%Tj 2-?(“9
fr(en) = . = >0 = Minimo =
5 1
2-Ccos 2-—
3 2
sen5—n N33
f(s_:;T): 3577_: 21 = 32 :——3 = Minimo: PZ(S_”" _ﬁj
2—c0%3 2-_— > 3 °

Por simetria con respecto al origen

b)

Con los datos anteriores y teniendo en cuenta que la funcién corta al eje de al
sas para los valores de x2n, —-n, 0, n y 2n, la grafica es, aproximadamente, la
qgue se indica en la figura siguiente:
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senx { 2-cosx =t
— X =

X
senx- dx=dt| x

P —N W
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REPERTORIO B

1°) Un mayorista del sector turistico vende a la agencia de viajes A, 10 billetes a dk
nos nacionales, 10 billetes a destinos extranjeros europeos comunitarios, y 10 billet
destinos internacionales no comunitarios, cobrando por todo ello 12.000 euros. A
segunda agencia B le vende 10 billetes a destinos nacionales y 20 a internacionale
comunitarios, y cobra 13.000 euros. A una tercera agencia C le vende 10 billetes a
tinos nacionales y 10 a destinos extranjeros europeos comunitarios, cobrando 7.00(
ros. Se pide:

a ) Hallar el precio de cada tipo de billete.

b ) Por razones de mercado, el mayorista se ve obligado a bajar un 20 por ciento el
cio de todos los billetes nacionales. Hallar en qué porcentaje debe incrementar el pt
de todos los billetes extranjeros europeos comunitarios (suponiendo que mantiene c
tante el precio de todos los billetes internacionales no comunitarios) para mante
constantes sus ingresos totales por las ventas a las tres agencias.

a)
Llamando X, y, z al precio de cada billete de destinos nacional, comunitario y
comunitario, respectivamente, se tiene el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

16+ 1@+ 1@ = 12000 X+ y+2z=1200] (@
10x + + 2@ = 13000; Equivalent a: x+ 2 =1300; (2)
10x+ 10y = 7000 X+y=7000| (3

De ()-(3) = z=500 ;; De (2) = x+1000=13000;; x =300

De (3) = 300+y= 700 :; y=400

El precio de cada uno de los billetes es el siguiente:

Viajes nacionales: 300 euros.
Viajes extranjeros comunitarios: 400 euros

Viajes extranjeros no comunitarios: 500 euros

b)

Los ingresos obtenidos, antes del descuento, por los billetes vendidos a desit
nacionales y extranjeros comunitarios son:



Nacionales (: #0 10 30 -30& 30-300= 9000 euros

Extranjers no comunitarbs (- # 30 -408 20-400= 8000 euros

El descuento en los billetes de destino nacional es el siguiente:

Descuent= 20%de 9006 02-9000=1800 euros

Este descuento debe repercutirse en los precios de los billetes de destino extr
ro comunitarios, o sea, que los ingresos en estos billetes es:

Ingresos= 8000+ 1800= 9800 euros

El tanto por ciento de aumento de los billetes de destino extranjero comunitaric
puede obtener mediante una sencilla regla de tres:

Si el 100% son 8000 euros} _, -~ 100-9800_ 980

=1225% = x
el x% son 9800 euros 8000 8 ———

Elaumentode los billetes extranjer@europeos séra del 225 %
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2°) a) Sean Ay B dos matrices invertibles que verifican la iden#idad = A - B.

Comprobar que entonces se tiene la formyla= B)* =-B™- A, donde | es la matriz
identidad.

b ) Dada la matrizA:( 21

1 ) e
j, hallar la matriz B la cual se verifica+ B= A - B.

a)
A B A B;; A~AB=-B; A(l-B)=-B
Multiplicando por la izquierda por-A resulta:

A A(1-B=-A"-B;; I-(1I-B=-A"B;; (I-B)=-A"B ;;

(F 3_1:‘( A 9-1:_( Al)_l' B ;;(I-B'=-A-B* cqc

b)

A B A B;; A= A B—B:(A—|).B;; B:—:A-(A—I)_lzB (*)

-1 1) (1 0) (-2 1 -2 1
A-1= - = A== =4-2=2
2 -1) {01 (2 -2 2 -2

(3 2o 3 ()

Sustituyendo en (*) resulta:

-1 1) (-1 -3} (1-1 - 0 -1
B= . = = =B
2 -1) (-1 -1 -2+1 -1+1 -1 0
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3°) Sea la funcionf(x) = 2x -|4-x|.
a ) Estudiar su continuidad y su derivabilidad.
b ) Dibujar su grafica.

c ) Calcular el area del recinto acotado por la grafieaf(x), las rectas x =0, x =5, y
el eje OX.

a)
La funcion se puede redefinir de la siguiente forma:
2x(4-x) six<4 -2X +8x si x<4
f(x)= otambién:  f(x)=
- 2x(x-4) si x>4 2¥ -8x si x>4

Por tratarse de una funcion polinbmica es continua en su dominio, que es R,
la posible excepcion del valor x = 4, para el cual estudiamos su continuidad:

i f(x) = i (- 2+ ®=f( )=~ 2-4+ 8-4=-32+32=0

X > 4 X o 4

M= "™ (g g= 2.4- g.4= 32-32=0
X -4 X -4

limi jimi | )
.4 f(x) = f(4)—X (o { X escontinua para x =4

Una vez que hemos demostrado la continuidad de la funcion para x = 4, veat
ahora si es derivable para este valor:

~4x+8 six<4 f(4)=-4.-4+8=-8
f*(x) = =
4x-8 si x>4 f(4)=4.4-8=8

f'(a)zt'(4") = {3 noes derivable para x =4

b)

Con los datos obtenidos en el apartado a ) se puede hacer una representaciol
fica aproximada de la funcién, teniendo en cuenta que se trata de una parabola cor
Si x<4 y convexa Six > 4.



b)

c)

4 5
S—-jz(— 2% + 83 -dx+Jj(2x2 —8x)-dx:{— 2;(3 +4x2}0 +{2§ —4le =

:(-_2'364+ 4-16j—o+( 2';25+ 4-25)—(%— 4-16j:

_ -1_§8+64+2_g’0—1oo—1—§8+ 64= 128—100—% = 128-102=26 * =S
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4°) Dado el plangi=x+y+2z=0 y larectar EXT_lzlz%l,se pide:

2
a ) Calcular el punto Q en el que se cortan el pfaryda recta r.

b ) Encontrar un plana', paralelo an, tal que el punto Q’ en el que se cortan el planc
n' y larectar esté a distancia 2 del punto Q hallado en el apartado anterior.

a)

La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es:

x=1+A1
rEX__l:_y:Z_H-:/] = r= y:ZA
1 2 2
z=-1+2/

El punto Q, por pertenecer a r yrg tiene que satisfacer sus ecuaciones, por Ic
tanto se tiene que cumplir que:

n=x+ty+z= 0= (#A)+(2)+(- # 2)=0;; 1+ A+ 24-1+24=0 ;;

3=0;;1=0 = Q10 -1

b)

La ecuacion del haz de planos paraleleses: n'= x+ y+ z+ D=0, ODOR. (*¥)

El punto Q’ por pertenecer a 17y es de la formaQ (1+ 1, 21, —-1+2A).

Q2 2= (A= F+(2-F+(-r A+ =2 F+al+ar8 =4

e
N
N
N
N
I
YN
N
I
I+
N
I
I+
wIiN

2 1 4 7
A == - " -y T sy T =
> 3 Q (3 3 3)

Es evidente que existen dos puntos y por supuesto dos planos del haz que «
plen la condicion de tener un punto perteneciente a la recta que dista 2 unidades de



Para una mejor comprension de la situacion, hacemos un esquema.
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