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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.
REPERTORIO A
1°) Calcular la base y la altura del triangulo isGsceles de perimetro 8 y area maxima.

S:% = Maxima ;; p=2atb=8;; a:8;2b

he :(S—bjz _(bjz _ 64-16b+b’-b* _ 64-160 _

2 2 4 4

= 16- 40= 44- b ;; h=\/44-b)=2/4-b=h

Sustituyendo el valor de h en la férmula de la superficie, queda:

S= béh: b '2”24'b = B/4- b=44F-1F =S

8b-3b? 8b-3b? 8-3b 8 .
S'= = = = 0= 8-3b=0;; b=—=unidades
2/4b*-b* 2bvd-b 2J4-b 3

8 12-8 4 4 4/3 .
h=2/4-b=2(4-==2|>==2 |2 == =" ynidades=h
3 3 3 J3 3
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2°) Se considera la funcion(x) = (i):z_j)l , se pide:

a ) Calcular las asintotas, el maximo y el minimo absolutos de la funcion f(x).

b) Calcular| f(x) - dx.

a)

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a vz
infinito; son de la forma y = k.

_ . lim _lim o (2x-12)? _
Yk T e TLEY

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denominador.

4x*+1=0 = XxJ R= Notiene

Asintotas oblicuas: No tiene. (Para que tenga asintotas oblicuas es necesario (
el grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

Maximos y minimos.

P e SR € T ol O S R

4X2+l (4X2 +1)2
_ 3%+ 8- 16¢- 4 32¢+32¢-8x _ 16X -4 _ , -1 _
B z - 2 =4 2 = f (X)
(4X2 + 1) (4X2 + l) (4x2 + 1)
21
1 |52
f(x)=0=> & -1=0;;4x*=1;; X’ ===
4 1
X2——E

)= 4. 8 [ # + )i—(( 422— g. -2-(4x2+])-8x:

=4

& (4;8 + :l)—16><(4x2 —1): 4. & -(4X2 +1-8x° +2): 32.M: f(x)
(ax? +1) (4x° +1) (¢ +1)




b)

_ X —Ax+l (AL AX ) e e AX
jf(X)-dx—J'—4X2+l .dX_J-(4x2+l 4X2+lj dx-jdx ~[4x2+1 dx=

4 2+1:t
:X—j 42.X CdX= X —.[ = l EZX_E' Lt+C =
4x° +1 8xdx=dt 4x° +1 27t 2

= X—% . L(4)3 +1)+ C=x- LV4x* +1+C
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(1- g§x-2y+4z=0
3°) Dado el sistema x-(1+ @y+z=0 }, se pide:
- xtay-z=0

a ) Estudiar la compatibilidad segun los valores del parametro a.

b ) Resolver el sistema anterior cuando es compatible indeterminado.

a) Se trata de un sistema homogéneo, por tanto, siempre es compatible ya qt
menos, admite la solucion trivial x =0,y =0, z = 0.

l-a -2 4 l-a -2 4
M=M'=| 1 -1-a 1|;|M|=| 1 -1-a 1|=(1-a)1+a)+4da+
-1 a -1 -1 a -1

+ 2 At g 2= §1- 3=1- d+4a4-4a-a+a*=-3-a=0 = a=-3

4x—- 2y+4z=0 2x-y+2z=0
Para a = -3 resulta el sistema: x-2y+z=0¢, equivalente a: x-2y+z=0;.
- Xx-3y-z=0 X+ 3y+z=0

Como puede apreciarse, la primera ecuaciéon es la suma de las otras dos, p

. . . X=2y+z=0
cual se puede suprimir, resultando, finalmente el sistema: :
X+3y+z=0

Paraa # -3 = RangadM = n°incognitas = Compatible determinado

La soluciones la trivial: x=0;; y=0;; z=0

b)
_2 + :O . _2 :_k
Paraa = -3 resulté( yre .Parametnzandoz:k?( y
x+3y+z=0 x+3y=-k
Aplicando la Regla de Cramer:
-k -2 1 -k
_|-k 3] _-3k-2k_ -5k _ |1 -k -k+k
1 -2 3+2 5 ) 5 —



x=-k
Solucionsy=0
z=k
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4°) Se consideran la recta y los planos siguientes:

x=2-3/
rsdy=1+21 ;;m= 2 X+ §-z= 0;;7m, = 3+ 2x+ 2y—2z=0, se pide:
z=4-A
a ) Determinar la posicion relativa de la recta con respecto a cada uno de los planos.

b ) Determinar la posicion relativa de los dos planos.

¢ ) Calcular la distancia de r73.

Un vector director de la recta r @s= (- 3 2, -1).

Los vectores normales de los planos san= (- 32-19 ;; n, =(22-2)

Como puede observarse, el vector director de la recta es el mismo que el nol
del planorn,, lo cual significa que r es perpendicular al plazo

Con respecto al plann,, observamos que el producto escalar del vector directc
de larectay el normal al plano es cero: n, =(- 32- 1 (22- )=-6+4+2=0.

Esto significa que la recta r es paralela al plano esta contenida en él.

Para diferenciar el caso, tomamos dos puntos de la recta r y verificamos si arn
pertenecen al plano; sean los puntos de r, P(2, 1, 4) y Q(-1, 3, 3):

8 22 2% 2-4=9-8=1#0 = PUrn,

P(21 4) }
=
T, = 3+ 2x+ 2y—-22=0

La recta r es perpendicdar an, Yy paralelaa 7,

b)
Por ser los vectores, = (- 3,2,-1) y n, =(2, 2, - 2) linealmente independientes
son secantes y por ser el producto de sus vectores normales igual a cero, son pery

culares.

Los planos 77, y 7, son perpendiclares




La distancia de r &, es la misma que la de un punto de r al plano:

d(P, 7)

_| Ax+By+Cz+D|_ P(2,1,4) :
- JAN+B2+C? T, = 2x+ 2y—-22+3=0

| 2-2 2.1-2.4+3] |4+2-8+3] 1 3

22 + 22 + 22 J12 2J/3 6
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REPERTORIO B

1 0 O 1 0 O
1°) Dadas las matrice=|-3 1 -1|yB=|0 -1 0|, se pide:
5 -1 2 O 0 O

a ) Hallar AL,

b ) Hallar la matriz X, tal que:A- X - A" =B, donde A significa la matriz traspuesta
de A.

a)
1 0 O 1 0 O L -1
A=|-3 1 -1|;;|A[=|-3 1 —1:‘_l 2‘:2—1:1:|A| $
5 -1 2 5 -1 2
1 -3 5
AT=|0 1 -1
0 -1 2
‘1 —1‘ _‘o —1‘ ‘o 1‘
-1 2 0 2 0 -1 1 00
Adj (AT)= —‘_3 5‘ ‘1 5‘ —‘1 _3‘ =[ 1 2 1|=A"
-1 2| |0 2 0 -1l |\, | |
-3 5 1 5| |1 -3
‘1 —1‘ _‘o —1‘ ‘o 1‘
b)

T
1

A- X - A" =B. Multiplicando por la izquierda por“Ay por la derecha pc(vA‘l)
teniendo en cuenta qa™)" =(AT)”, queda:

A-AX A-(A)_l: A" B (Kl)T - .X.|:A_1.B.(A‘1)T .
1 00)(1 0 0)(1 1 -2
x=A"B-(A) =1 2 1]:l0 -1 0|0 2 1|=
-211)l0 0 0/lo1 1
1 0 0)(11-2) (1 1 -2
=l 1 -2 0[:{0 2 1]|=| 1 -3 -4|=X
-2 -10/(01 1) (-2 -4 3
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: X+2y=1
2°) a) Dado el sistema Y
3X-y=2

(distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuaciones y dos inco
resultante siga siendo compatible.

} , escribir una tercera ecuaciéon de la forma by=c

2x+2y-z=1 _ .,
, escribir una tercera ecuacion de la forma
x+y+2z=1

ax+ By + )z =1 (distinta de las anteriores) de manera que el sistema de tres ecuacic
con tres incognitas resultante sea compatible indeterminado.

b ) Dado el sistema

a)

La solucion de un sistema de ecuaciones no se altera si se afiade o elimina
ecuacion que sea combinacion lineal de dos de las ecuaciones. Asi pues, basta col
dir, por ejemplo, la ecuacién suma de las dos dadas:

X+2y=1
XxX-y=2
4x+y=3

Geomeétricamente significan lo siguiente: las dos ecuaciones que forman el si
ma son las ecuaciones de dos rectas en el plano que, por ser linealmente independi
se cortan en un punto (que es la solucion del sistema); la tercera ecuacion, por comj
la solucién, también pasa por el punto de corte. Las posibles infinitas soluciones col
tuyen el haz de rectas del plano que definen las dos rectas dadas.

b)
Con el mismo razonamiento del apartado anterior, resulta:

2x+2y-z=1
X+ y+2z=1
3x+3y+z=2

Geométricamente significan lo siguiente: las ecuaciones dadas representan &
planos que, por ser linealmente independientes, se cortan en una recta (que es la
cion del sistema); la tercera ecuacion, por compartir la solucion, representa a un p
que también contiene a la recta que definen las ecuaciones primitivas. Las posibles
nitas soluciones constituyen el haz de planos que definen los dos planos que repres
las ecuaciones dadas.
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30
) a ) Determinar la posicion relativa de los siguientes planos, para los distintos
= 2x+3y+kz=3
lores del parametro k7, = x+ ky—-z=-1 .
m,=3x+ y-3z=-k

b ) En los casos en que los tres planos anteriores se corten a lo largo de una recl
mun, hallar un vector director de dicha recta.

a)
2 3 k 2 3 k 3
M=1 k -1|;;M'=|1 k -1 -1
31 -3 31 -3 -k
2 3 Kk
IM|=|1 k -1|=- B+k- 9 B+ 2 F-& - %+ 2=0;; K +%+2=0
31 -3
1
k:—&\/25+24:—51m:—5i7:> v
6 6 6 K, =2
Kzl
Para 3 ; = RangaM= RangoM '=3=nCincégnitas= Compatible determinado
k% -2

Lostres planosse cotan enun punto

Para k:% el rangode M' es:

2 3 3 1 2 3 3 1
M={c,C,C}=|1 1% -1 =513 1 ~875 (- 2 27 8F 27+18+9)=
31 -1 9 3 -1
:é -(27—83):—5—96;':0 — Rangode M'=3
Rangav =2
Parak:l = J = Incompatile
3 RangoM '=3 —

No hay planos paralelos Los planosse cotan dos a dos




7T, = 2X+ 3y—2z2=3
Para k = -2 resultan los planosm, = x-2y-z=-1.

7T, =3x+y-3z=2
Observemos que, = n, +7,, lo cual significa que:

Paraek-2  lostres planosse cotan enunarecta

b)

La recta r que determinan los planos se obtiene tomando dos cualesquier:
. . 2x+ 3y—-2z2=3
ellos, por ejemplo, los dos primeros= :
X—2y-z=-1

Para obtener un vector director, expresamos r en unas ecuaciones parametrice

2x+ 3y—-2z=3 X+ 3y=3+2t X+ 3y=3+2t 5
r= =>z=t = u = 7y=5; y=—=
X—2y-z=-1 X—2y=-1+t - X+4y=2-2t 7
x=2+t
7
X— y=—1+t ;;x:—1+t+2-§:—1+%)+t:7+t:x = r= y:g =v=(10,2
z=t
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4°) Dada la funciénf(x) =1- x?, se pide:

a ) Hallar la ecuacion de la recta tangente a la gréafica de f en el fantda)|, donde
O<acx<l.

b ) Hallar los puntos A y B en los que la recta hallada en el apartado anterior corta &
ejes vertical y horizontal, respectivamente.

c ) Determinar el valor de a perteneciente al intervalo (0, 1) para el cual la distancia
tre el punto Ay el puntdqa, f(a)] es el doble de la distancia entre el punto B y el pun

to Fa, f(a)].

a)

{y=1- = fd=1-& = Pla 1-a?)

Sabiendo que la pendiente a una funcion en un punto es la derivada de la fun
en ese punto:

( x=1- % ;; #(}¥=-2x;; m= f(d=-2a=m
La ecuacion de una recta conocida la pendienteres; = m{x-x,), asi queda:

v (+ d)=-24x 9 ;; y- # & =-2ax+ 2° ;; Tangente t= y+ 2ax—(1+a’)=0

b)
Una forma rapida de hallar los puntos de corte con los ejes es expresando la |
en forma candnica o segmentaria:

_ X y 1+a’ )
t= y+ 2ax-(1+a?)=0 = + =1 = B .0l & A(O, 1+a
y ( ) 1+a®> 1+a’ ( 2a j ——)

2a

2 —_— R—
B(“a ,o} — AP=2.BP




ND:\/(a—O)2 +[(1— a)-(1- é)]2 :\/ d+(1- d-1- 2) = /& +(-2a)=a’ +4a* =

= &(1+ 42)= a/1+ 42> = AP

ﬁ’:\/(a‘“azjz +[(1-a2)-of :\/(sz +(1-a2) :\/(az -1) +{i-a%) =

2a 2a

2
:J_@;:j) o af =) | Loeasfa) [T 8 e

—_— R— — 2 —
AP=2.BP = a +/1+ &’ :2-12a Nirda s a=1T% . po1og
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