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El alumno elegira uno de los dos repertorios que a continuacion se proponen.

REPERTORIO A

x+ ky-z=0

1°) Dado el sistema homogénekx— y+z=0 , averiguar para qué valores de k tiene
(k+1)x+y=0

soluciones distintas de x =y = z = 0. Resolverlo en tales casos.

Todos los sistemas homogéneos son compatibles por admitir todos la soluc
trivial de ser cero todas sus incognitas; sin embargo, algunos son compatibles ind
minados por admitir, ademas de la solucién trivial, infinitos grupos de soluciones.

Teniendo en cuenta el Teorema de Rouché-Frébenius, para que un sisteme
compatible indeterminado, la matriz de coeficientes (en este caso la matriz ampliad
equivalente a la matriz de coeficientes) tiene un rango menor que el nimero de ecu
nes y de incognitas, por lo cual, para que el sistema considerado tenga soluciones
rentes a x =y = z = 0 es necesario que el determinante de la matriz de coeficiente!
cero.

1 k -1
La matriz de coeficientes&gs =| k -1 1
k+1 1 O

1 k -1
k -1 1|=-k+kk+1)-(k+1)-1=-k+ K+ k-k-1-1=k*-k-2=0
k+1 1 O

_1++/1+8 _1+49 1+3 N
2 2 2

Kk

k=2, k,=-1
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X+2y-z=0
Parak=2 = {2x-y+z=0.
3x+y=0

Despreciando una de las ecuaciones (tercera) y parametrizando una de las ir
nitas (z), resulta:

X+2y-z=0 _ X+2y=A X+2y=A L __}
{2x—y+z:0 = =4 = 2x—y:—)l} 4x—2y:—2/1}:>5x_ A X= 5)|
2x=y=-4 y:2x+/]:—gA+/]::°’/]:y
5 5
X:—EA
5

Solucién: 1y = 2/1 OAOR

Xx-y-z=0
Parak=-1= {- x-y+z=0.
y=0

Despreciando una de las ecuaciones (segunda) y parametrizando una de la
cognitas (z), resulta:

Xx-y-z=0
{y=0 ~

X=A
Solucion: sy=0 OAOR
z=A
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. 1 2 . b
2°) Dada la matrle:(O J, encontrar todas las matnc@::[i dj gue cumplan
que A-P=P - A

1 2 a b ab 1 2 a+2c b+2d a 2a+b
A-P=P.- A> . = . - = =
01 c d c d 0 1 C d c 2c+d

at2c=a-c=0

={b+2d=2a+b- a=d

d=2c+d - c=0

. . a b
Las matrices pedidas son de la forma= (O j OabdR
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2X
X+1

3°) a ) Dibujar la gréfica de la funciof(x) = indicando su dominio, intervalos de

crecimiento y decrecimiento y asintotas.

. 2n . :
b ) Demostrar que la sucesign= i1 es monotona creciente.
n

c) Calcular fim [ (a,., -a,).
n 00

—

a)

El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominador.

x+1=0 = x=-1 = D(f)=R-{-1}

Para estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, derivamos:

gy 2(x+d-2x-1_ 2x+2-2x 2 _ .,
e e VFF Y °o% |

Por ser (¥ >0, OxOR, la funcién es creciente en su dominio.

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

lim lim  2x
=k = flx)= — =2=

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador:
Xx+1=0;; x=-1

Oblicuas: No tiene

(Para que una funcion racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

Con los datos obtenidos anteriormente y teniendo en cuenta que la funcion
por el origen de coordenadas, puede hacerse, aproximadamente, un grafico de la
cion, que es el siguiente:



P
- !

— o VE2 o
{I° X
x=1

X =-1
’

b)
£ 2n , )
Para demostrar que la sucesmm:Tl es monotona creciente, basta con de-
n

mostrar quea,,, —a, <O0:

Ly = An+1) 20 _2n+2 20 _ af+2n+ 2n+2-2n°-4n _ 2
T T D41 el n+2 n+l (n+2)n+1) (n+2)n+1)
a,—-a>00n0dN, cqgd.
c)

Teniendo en cuenta el apartado anterior, seria:

lim lim 2n?

lim o2 _
n- oo (n+2)(n+1)] n- wn®+3n+2

=2.
n- =

(.-
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x+1: y—2: z y s= x—2: y+1:z+2_

4°) Sean las rectas=s
-2 2 -4 3 1 1

a ) Hallar la ecuacion de la recta t que pasa por el origen de coordenadas y corta
rectas anteriores.

b ) Hallar la recta p, perpendicular comun a las rectas ry s.

a)
La recta t pedida es la interseccion de los siguientes plapggie contiene a la
recta r y pasa por el origenzy que contiene a la recta s y pasa por el origen.

Un punto de la recta r es A(-1, 2, 0). El planaiene como vectores directores al
vector director de ry, =(- 2, 2, —4) y al vectoru, =OA=(-1, 2, 0).

La ecuacion general del plamp es la siguiente:

x+1l y-2 z
”1(A' v, T)E -2 2 -4|=0; 4y I-4dz+ 2Z+dx+1)=0 ;;
-1 2 0

§- 8 2+ 8+ & 0 ;; &+ dy—2Z2=0;, m, =4x+2y-z=0

Un punto de la recta r es A(-1, 2, 0). El planaiene como vectores directores al
vector director de ry, =(- 2, 2, -4) yalvectory =0A=(-1, 2, 0).

De forma similar determinamos la ecuacion general del ptano

Un punto de la recta s es B(2, -1, -2). El plandiene como vectores directores
al vector director de sy, =(3 1, 1) y al vectoru, =OB=(2, -1, -2).

X—2 y+1 z+2
HZ(B; v, u—S)E 3 1 1 |=0;
2 -1 -2

- bx P bz fyr b 4z 9+ (- Jedly+9=0;

—(x- )& (&+ ) @+ p= 0;-x+ 2 &+ & T-10=0;; 77, = x-8y+52=0

{ = 4x+2y-2=0
~ | x=8y+5z=0




b)
La recta p perpendicular comdn a las rectas r y s tiene como vector director
vector que es, al mismo tiempo, perpendicular a las dos rectas; su vector director p

ser cualquiera que sea linealmente dependiente del producto vectorial de los vec
directores de las rectas ry s:

i ]k
W=v Ou =|-2 2 -4|=i2- 12- R- B+ #+ 2 =6-10j-8k =
3 1 1

=A3-5j-4k) = w=(3-5 -4)

Para hallar unas ecuaciones cartesianas de la recta p perpendicular comdn a r
y que corta a ambas hacemos es esquema aclaratorio siguiente.

B(2, -1, -2)
Como puede apreciarse, la recta p pedida es la interseccion de losaplanes
siendoa, el plano determinado por los vectores y v, y el punto A(-1, 2, 0):

Xx+1 y-2 z
ala v, v)=|-2 2 -4/=0;
3 -5 -4

- (& )1 (3 )2 18 & qx+ - @- = 0;- 28x+ - 2qy-2)+42=0;;

(7 )+ By- 2~ z= 0;; %+ # 5-10-z=0;;a,= 7x+5y-z-3=0

El planoa, se determina por los vectores y v, y el punto B(2, -1, -2):

X—2 y+1 z+2
aBv.v,)sl 3 1 1]=0y
3 -5 -4



B (4X' )2" (3y+ )1_ 162*' 2‘ 3Z+ 3*‘ 56X— 3+12(y+1):o -
(x- )2 {9+ )t 1@+ p= 0;;x- 2 15+ 15 1&-36=0 ;;

a, = x+ 15/-1&-23=0

La recta pedida p esp = { >7<i+13/: iéézzg: .

Expresada por unas ecuaciones paramétricas seria:

_[7x+5y-z-3=0 _ __,  Tx+5y=3+4] 2X+ 15/ = 9+ 3/
T x+ 15-1&-23=0 == 7 x+ 15/ =23+181| - x- 15/ =-23-18/
A iy _ 3, . —Tx=5y=-3-4 _
— 2=-14-15 ;; x= 0 4/1 TR 105:161“26/]}: 10§ = 158+1251
:>y:7_9+§/]
50 4

o
I
I
|
+
I
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REPERTORIO B

1°) Sea r la recta que pasa por el origen de coordenadas O y tiene como vector dir
v =(4, 3 1). Hallar un punto P contenido en dicha recta, tal que si se llama Q a su g
yeccion sobre el plana = z =0, el triangulo OPQ tenga area 1.

Para facilitar la comprension del problema hacemos un dibujo esquematico d
situacion, que puede ser el indicado en la figura adjunta.

Z )

X =4A
La expresion de r por unas ecuaciones paramétricas %3: 31 y un punto
z=A
cualquiera de ella eB(41, 31, A).

La proyeccion del punto P sobre el plane z =0 es el puntaQ(41, 31, 0).
El triangulo OPQ es rectangulo en Q. El area del triangulo es la mitad del prod

0Q-QP

to de sus catetos, 0 seh= 5

Teniendo en cuenta que:

0Q=+(4)+(3)+ 6 =16+ 9 =/25° =51 =0Q

QP=P-Q=(4,3,1)-(4,3,1)=(00 1) = QP=2

Sustituyendo los valores obtenidos en la formula de la superficie queda:



S:OQQP:SAA:]_” AZ:E . A=
2 2 5

I+

\/E:iﬂjjl:@ - AZ:—— .
5 5

Los puntos que cumplen la condicién pedida son:

P(m 310 @j (4@ 310 _mj
1 ) ) 5 2 ) )

P
5 5 Y 5 5 5
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2°) Determinar la posicion relativa de las rectas ry s cuyas ecuaciones son las sigl
g X¥A_y-7_z [ x+2y-2-5=0
tesir = 3 2 2 y s_{2X+ y+22-4=0

La expresion de las rectas por unas ecuaciones parameétricas son las siguiente

X=-4-3A
rEX+4:—y 7_5 = r= y:7+4/]
_'3 4- 4 7= 4A
_ | X+ 2y-5%-5=0 ~ =1 o X+2y=5+51| —-x-2y=-5-5/
T 2x+ y+22-4=0 — 2x+y=4-2A( 4x+2y=8-4)
= X=3-9 ;; x=1-31 ;;
Xx=1-31
y= 4 A- X=4-2-2+60=2+41=y = s={y=2+4/]
z=A

Vamos a realizar el estudio por los vectores directores de las rectas. En pri
lugar expresamos la rectapor unas ecuaciones parametricas:

Un punto y un vector de cada una de las rectas son:

—{u=(-3449; A-470f ; s={v=(-349: B 2 0)

Es evidente que los vectores y v son linealmente independientes, ya que:

_—::: :% ;t%. Esto significa que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferenciar el «
determinamos el vectow= AB=B-A=( 1,2 0-(- 4,7, 9=(5 -5, 0).

Si el rango de los vectores, v y w es dos, entonces son coplanarios y las
rectas se cortan; si el rango es tres las rectas se cruzan. Veamos:

-3 4 4
Rango{t, V, W|= [-3 4 1|= 66 20 80- 15=-15%0
5 -5 0

—_—  —  —

Rango{u, v, w}:s = Lasrectasr y ssecruzan
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2 1 -a
3°) Dadalamatrim ={2a 1 -1/, se pide:
2 a 1

a ) Determinar el rango de M segun los valores del parametro a.

b ) Determinar para qué valores de a existe la matriz inversa de M. Calcular dicha
triz inversa para a = 2.

a)
2 1 -a

IM|=[2a 1 -1|= 2 24— 2 2ar 2a 2a= -2 +2a=-2aa’ -1)=
2 a 1

=-2da-1a+1)=0 = a=0;a=1;;a,=0

a=0
Para { a#1; = RangoM =3
az-1

21 0
Paraa=0= M=/{0 1 -1| = Rango?2
2 0 1
21 -1 a=0
Paraa=1= M=|2 1 -1| = Rango?2 — Para { a=1:= RangoM =2
21 1 a=-
2 1 1
Paraa=-1= M=-2 1 -1| = Rango?2?
2 -1 1

b)

Una matriz es inversible cuando el valor de su determinante es distinto de ci
por lo tanto:

Existe inversade M Dal R, {a# 1, a# -1}

2 1 -2 2 4 2
Paraa=2resulttt =[ 4 1 -1[,M"=| 1 1 2|y|M|=-2.4Z-1)=-12.
22 1 -2 -1 1



Adj (MT)=

1 2 1 2
i e |
4 2| |2 2
il 12 -
4 2 2 2
v LA

3 -5
-6 6
6 -2

ol N
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1

4°) a ) Estudiar y representar graficamente la funditg = W :
X —

b ) Hallar el area de la regién acotada comprendida entre la gréafica de la funcion a
rior y las rectasy=1, x= g :
a)

El dominio de una funcién racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominadorD( f)= R-{2}.

La funcién no corta al eje X por no existir f(x) = 0. Para x ¥ () :%; corta al

eje Y en el puntoa(o, %J

Para estudiar los intervalos de crecimiento, asi como los maximos y minimos
lativos calculamos sus derivadas primera y segunda:

gy —12Ax=21 . -2 v oy, 2:dx=-2P1 6 .,
PO e W s e T g T T

x<0 = f'(x)>0 = Crecimient : (-, 2)

x>0 = f'(x)<0 = Decrecimiato: (2, =)

(x-2f

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

f'(x)=0= =0 = XI R= Notiene maximosni minimos relativos

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a valer infi
to; son de la forma y = k.

lim _lim 1 _ :
quf(x)-xéoo(x_z)z_o: y=0 (Eje X)

Verticales: son los valores de x que anulan el denominadd@=0 = x=2

Oblicuas: Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario q
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador; en este
no tiene asintotas oblicuas.

La representacion gréafica, aproximada, de la funcion es la siguiente:



f(x)
& A | >
— ~ -

b)
La representacion grafica de la situacion es la que indica el gréfico siguiente.
Y A ;
: X=—
, Z
=
£\ i
X)) [
o~
I S
3
Q/ | NP y=1
i A A
R O 1 53 >
Los puntos de corte de la curva con la recta y = 1 son los siguientes:
f(x) = 1 1
(x-27 = ;= 15(x= =1, - &+4=1;; X -4x+3=0
y =1 (X_Z)
Lo AeV16-12_ 4xy4 _4x2  [%=3- P(3 1)
2 2 2 x =1-Q(L 1)
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