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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicic
la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido a una d
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas.

OPCION A

m-1 1 m 1
1°) Dadalamatriz=| 1 m-1 m 1 |, se pide:
1 1 2 m-1

a ) Estudiar el rango de A segun los valores del parametro m.

X
0
b) En el caso de m = 0, resolver el sistema ” |=| 0.
tz 0
a)
m-1 1 m
Rango A={C, C,, C.}=| 1 L A m1f+ m m ofm1-n(m-1-2=

= (2h- 2% )+ 2 B(m- )~ = 2rh- 4m+ 2+ 2m- 2nf + 2m-2=0.
m-1 1 1
Rango A={C, C,, C}=| 1 m-1 1 |=(m-¥+11-(m2)-(m-2)-(m-1)=
1 m-1

=ni- 8%+ - ¢ 2 Bm )= rth- 3+ 3m+ = 3m+ 3=nf-3An*+4=0 =

= Resolviendo por Ruffini:
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1 -3 0 4
al 1 4 a4
1 4 4 Jo
2 2 -4
1 -2 0
2 2
1 0
Las soluciones som =-1y m =m, =2,
1 m 1
Rango A=>{C,, C,, C}J=|m-1m 1 |= fmD)+2A m1)+ m m2- n{m-1)° =
1 2 m-1

=nf-m+2m-2-2- (M2 ml)= A+ m4- M+2mM-m=-nf+3an*-4=0 ;;

m-3r+4=0=> m=-1;; m=m,=2,

m# -1
Para = Rango A=3
m# 2

-2 1 -1 1
Param=-1= A=| 1 -2 -1 1 |= {F,+F,=-F} = RangoA=2.
1 1 2 -2
1121
Param=2 = A=|11 2 1| = {F,=F,=F} = Rango A=1.
1121

Para m=2 = Rango A=1

b)
11 0 1) || (o
Enelcasode m=0,resulta1 -1 0 1 Y1=lo , equivalente al sistema
1 1 2 -1 2 0
t
- X+y+t=0
homogéneo siguiente:  x-y+t=0;.
X+ y+2z-t=0

Sabiendo que el rango A = 3 y que el numero de incognitas es 4, segun el teor



de Rouché-Frbdbenius, el sistema es compatible indeterminado. Ademas, de las do:s
meras ecuaciones se deduce que t = 0.

Parametrizando una de las incognitas, por ejempla,xesulta y =\ y de la ul-
tima ecuacion, +A +2z =0— z = .

Solucién
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2°) Dadas las rectas= {Zj; yr, = {t: (ZJ_ 0 se pide:

a ) Hallar la ecuacién de la recta t que cortayasy es perpendicular a ambas.

b ) Hallar la distancia minima entreyrro.

a)
El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta t es el siguiente:

1.- Consideramos los puntesir, y BOr,: A(0,1, 3)yB(0,1, 1).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas,rque son los siguientes:

[ j k
v, =|0 0 0|=k+j=j+k=(0, 1 1).
0 1

=k-j=-j+k > w=(0 -1 1)

P O —
o x

4.- Determinamos los planags y 7,, de la forma siguiente:

Xx y-1 z-3
7@0&?{,]35 1 0 0 |=0;-(z-9-(y-19)=0;; z-3+y-1=0 =
0 -1 1
= n,=y+z-4=0.
x y-1 z-1
HAB;V;,“AE 0 1 1 [=0;; x+x=0;;, 2x=0= m,=x=0.
0 -1 1

La recta pedida t es la que determinan los planos 7z, en su interseccion:

t

y+z-4=0
x=0




b)

Para una mejor comprension del ejercicio se hace el esquema siguiente.

La distancia minima entrey r, es la que existe entre los punto P y Q.

El punto P es la interseccion de la regtael planon,:

r, = y=1
' z=3'=P(0, 1 3).
m,=x=0

El punto Q es la interseccién de la regta el planon;:

= x=0
2 ly-z=0 } = Q0 2 2).
m=Ey+z-4=0

d(r, )=PQ=y( & F+(2 ¥+(2F =Vor1r1=12.

d(r,, r,)=+/2 unidades
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lim  3x+ 2¢e

. lim a
3°) Calcular los limites: aZ( 0 (1+ arctag x)x. b) Er
— X - 00 [X+0o€e

a)

fim (L+ arctag x)x = fim [(1+ arc ta x)l}a _| lim (1+ arcta x)é -
X-0 J x50 J |x-0 J -

=|(1+0°|" =) = Tipo P e = im (1+ arctag X)ﬁagx@ =
0

—

arctagx |7 ; ,
Ee— limarctag x lim arctag x 0

lim . X x-0 X0 0
= O(1+ arc tag X)arctagx =e ¥ ¢ =d+e’ ¥ =d+e’ =
X -

1
lim 1+X2

= % = Indet. = {L'Hopital} = &+ &° ! =¢+é=¢™

b)
3x+2¢e" 3x +g
[im 3x+2e* w40 o [im 5¢e* [im 5 5
= =— = Indet = —=
X 500 7X+5e¢ o+o0 o X > 00 IX+5e X oo X ‘1
5e 5¢”
[im [im
2%  Indet = {L'Hopital} = 3 2329 2
X > 0 5 o X > 0 5 o <
5_ 2
= - 2= =
lim 7 im 7 7 s
X =2 - Indet = {L'Hopital} = ===0
X - 00 58 o X » 0 58 o
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a)
4-x=t
L x=1-1t=3 2 2 -2
I, = [-—— - dx=>1 - 2xdx=dt o 4:1:—%-jﬂ:—%-jt2 dt =
- X=0o1t=
o VA4-X xdx=—1 dt AVt ’
3 3
1, 1
1 t 2 1 |(t?
__1 =28 o k] =-(3-va)=2-43=1,.
2| 1,4 2|1 Ll
2 4 2 1,4
b)
I -Jl'x cosx-dx = X= U - du=dx =
2 cos x dx dv- v=senx

= #[ xsenx| senx d}g =[ ssenx+ cox]} =[ 1-sen(1rad)+ cos(1 rad)] -

—-( sen +0 cosO 08435 (5403 6 t 13818 1= (3818=1,.

Nota: Advertir que la unidad natural de angulos es el radian. Sabiendo que 360° eqt
60 180

len a Z radianes, un radian equiv 3
71 71
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OPCION B

1°) Dado el planoy = 2x-3y+ z=a Yy el planon, determinado por el punto P(0, 2, 4) y
los vectoresv, =(0, 2, 6)y v, =(1, 0, b), se pide:

a ) Calcular los valoresy b para quey, y n, sean paralelos.

b) Paran = 1 y b = 0 determinar las ecuaciones paramétricas de la recta interseccior
nyn,.

c ) Parax =4 y b = -2 determinar los puntos que estan a igual distanciayda, .

a)
La ecuacién general del plangpen funcién de b es la siguiente:

X y-2 z-4
]TZ(P; 7l>’ 72>)E 0 2 6 |= 0;; Zox+ dy—Z)—iZ—4):o .
1 O b

Px+ §— 12 2+ 80 ;; bx+3y-6-z+4=0 = 7, = bx+3y-z=2.

Para que los planog y n, sean paralelos es necesario que sus vectores norma
sean linealmente dependientes (paralelos):

Los planost; y i, son paralelos para b = -2 y cualquier valor real.de

b)
Parao =1y b =0 los planos som = 2x-3y+z=1Yy n, =3y-z=2; la recta que
2x-3y+z=1

determinan es 5{3 , Para expresar la recta t por unas ecuaciones parar
y-z=

tricas, como se nos pide, “parametrizamos” una de las incognitas, por ejemplo

t

2x-3y+z=1
XmoyTe = y=A ;;z=—-2 3 ;; X=H J-z=1+3A+2-31=3 ;; X=§.
3y-z=2 D 2

—
1]

N < X
1
N, Nlw

-2+3/




c)

Parao = 4y b = -2 los planos som = 2x-3y+z=4 y n, = 2x-3y+z=-2, que
como se aprecia, son paralelos, por lo tanto, los puntos pedidos determinan al planc
paralelo y equidistante a los anteriores.

Una forma de hallar el plane, es la siguiente:

Determinamos una recta s perpendicular a los plangsn, que puede determi-
narse por cualquier punto, por ejemplo O(0, 0, 0), y el vector normal a los planos,
X =24
y=-31.
z=A

esn=(2-31):s

Determinamos ahora los puntos de corte de s con los ptanos,:

X=2A
s=:y=-31
o = 2(2)- 3(- 3)+ 1{N)=4;, A+A+1=4;141=4
T = 2X-3y+z=4
A=2 -2 = N(ﬂ, —E, Ej
4 7 7 7
X=2A
s=.y=-31
Z_)l = 2(2)- 3(-3A)+1-(N)=-2;; M+N+1==2
T, = 2X-3y+z=-2
14 ==-2;, 7A=-1;; A:—l = Q(—E, E —lj.
4 7 7 7
: 2 3 1
El punto medio de N ad|—, -—, —|.
P yQ (14 14 14)

El plano pedidon, es de la forman, = 2x-3y+z+D =0 y contiene a M, por lo
tanto tiene que satisfacer su ecuacion:

2 3 1
(ﬁ’ ﬂ-’ ﬂ-) :>2-1—24—3-1—43+1-ﬁ+D:O;;1+D:0;;D:—l_
m,=2x-3y+z+D=0
n, = 2x-3y+z-1=0.
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2°) Los puntos P(1, 2, 1), Q(2, 1, 1) yoAQ, 0) cona > 3, determinan un planoque
corta a los semiejes positivos OY y OZ en los puntos B y C respectivamente. Calcule
valor dea para que el tetraedro determinado por los puntos A, B, C y el origen de co
denadas tenga volumen minimo.

Los vectores que determinan al planson:
u=AP=P-A=(12)-(a,0 9=(1-a, 2 1).
v=AQ=Q-A=(21)-(a,0 0=(2-a,11).

Considerando, por ejemplo, el puntawAQ, 0):

@- w(xa)z- pr(2za)ly- 2- £2-a)(z- 3-(x-9-(1-a)y-2)=0;;
2x 2+ z-1-az+a+ §- 4-ay+ - A2z-2-az+a)- x+1-(y- 2-ay+2a)=0 ;;
X6+ za & &+ 2y-ay 4z+ &4 z- D —-y+2+ay-20=0 ;;

n=x+y+(@-3z-a=0.

El punto de corte da = x+ y+(a -3)z-a =0 con QY es:

= x+y+(@-3z-a=0
x=0 = B(0, a, 0).
z=0

El punto de corte da = x+ y+(a -3)z-a =0 con OZ es:
= x+y+(@-3z-a=0

x=0 :>C(O, 0, Lj
a-3
y=0

Los vectores que determinan el tetraedro son:

—_—

O_A:(a , 0, () ;;O—B:(O,a’, 0) ;;OCZ(O, 0 ﬁ)




Sabiendo que el volumen del tetraedro es un sexto del producto mixto de los
vectores que lo determinan, en valor absoluto, sera:

3 1 aﬁ

V==r—,
:>{a>3}:> P

a
a-3

v=2|[oa o8 ocf|=1-

o o R

OO1
a 0|==-
6
0 &

Para que el volumen sea minimo es necesario que se anule su primera derive
gue la segunda derivada sea positiva para los valores que anulen la primera:

2’-9°-a° _1 20°-90° _1 a’(20-9)_

) - 9
Como tiene que ser> 3, la solucion tiene que ser:E.

Vamos a justificar que para este valor la segunda derivada es positiva:

(& - 18&)a - 3- 20%(20 - 9)

(6°- 18)a- ¥-a*(22-9 -2(a-3)
(a-3

(a -3

VP':.% :.1
6 6

2°-18° +540 _1a° - %" + 270 _
(@ -3) 3 (a-3f

6° - 18° - 1&° + 54 - 47° +180°
(-3

_1 _1
6 6

3 (o-3f
2
‘9 (gj -9 49-F27 g}_[§}4_27
Vo)=L 2 |2 2 3 _2 81 162+108_
S
2 2
:% %162:% -27:§> 0 = V"(2)>0, como queriamos justificar .

Q
"
N | ©
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X+2y-z=0

, Se pide:
2Xx-2+2=3

3°) Dado el sistema{

a ) Estudiar la compatibilidad del sistema.

b ) Afiadir una ecuacién para que el sistema sea compatible determinado. Razon
respuesta.

¢ ) Aiadir una ecuacion para que el sistema sea incompatible. Razonar la respuesta

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 - 1 2 -10
M = y M'= .
2 -1 0 2 -1 0 3

Es evidente queRangc M =Rangc M'=2; aplicando el teorema de Rouché-
Frobenius:

Rango M= Rango M'= 2< rP incég = Compatible Indeterminado

b)

Para que el sistema sea compatible determinado es necesario que el rango
matriz de coeficientes sea igual que el numero de incognitas, o sea tres; para ello €
ficiente con afadir cualquier ecuacion que sea linealmente independiente de las
ecuaciones dadas, como por ejemplo la ecuacion+z=0.

X+2y-z=0
El sistema resulta2 x- z+z=3.
X+ y+z=0

Aungue no es necesario, comprobamos que la matriz de coeficientes tiene
rango 3:

1 2 -1
2 -1 1|=-+22-1-1-4=-7#0 = RangoM =3 cqc.
1 1 1

c)

Para que el sistema sea incompatible es necesario que los rangos de las ma
de coeficientes y ampliada sean diferentes; para ello basta con afiadir una ecuacio
yos coeficientes sean linealmente dependientes de las ecuaciones de coeficientes
y no lo sean los términos independientes; por ejenggley =0.



X+2y-z=0
El sistema resulta2z x- z+ z=3.
3x+y=0

Aungue no es necesario, comprobamos que las matrices de coeficientes y am
da tienen rangos diferentes:

1 2 -1

2 -1 1|=0= {F,+F,=F,} = Rango M =2.

31 0

1 2 -10 1 20

2 -1 1 3={c,c,Cc}=1]2 -1 3/=18-3#0 = Rango M'=3.
31 00 310

Rango M# Rango M' = Sistemalncompatide, cqc.
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-a 0 a
4°) Dada la matriZa=| a a-1 0 |, se pide:
0 a at2

a ) Estudiar el rango de A segun los valores del parametro

b) ¢ Para qué valores dexiste la matriz inversa® Calcular Al parao = 1.

a)
-a 0 a
|Al=| a a-1 0 |=-ala-Ya+2)-a*=(a-a*fa+2)-a°=
0 a a+2

=-a|@-Ya+2)+a?|=-alo?+20-a-2)=-alg*+a-2)=0 = a,=0 ;;

—1+4/ -1+ -1+
a’+a-2=0;; a= 1‘21+8: 1‘2*/5: 12‘3:>az=—2;;c73:1.

O 0 O
Para a=0 = A=|0 -1 0| =
0O 0 2

#0 = Rango A=2.

Para a =0 = Rango A=2

2 0 -2 2 0 -2
Para ¢=-2 = A=|-2 -3 0 |=|A|=|-2 -3 0|=-820 =
0 -2 0 0 -2 0
-101 -101
Para a=1= A=| 1 0 0| =|A|=|1 0 0/=1#£0 =
0 1 3 0 13

2
Para { } = Rango A=3
a=1

b)
Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.

Existe la matriz inversa de A pata -2 y paran = 1.

Para obtener la matriz inversa de A vamos a utilizar el método de Gauss-Jorda



— O ™M
o O

-1
1
0

|

0
3

=1esA

Parao

10
1 0 0|
0 1

0
0

00
-1 01
13

1
0

}:{Fl o Fz}:{

00
010
00

1

1

-1 01
1 0
0 1

(A/I):(
={F, - F2+Fl}:>{

10
00 1=
10

0
1

00
013
00

1

1
}:>{F2 - Fg}:{

10
110
01

0
0

00
001
13

1
0

0O 1 0
-3 -31
1 1 0

-

0
0
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1
1

0
-3 -31

1

1 00
010
001

={F, « F2—3F3}:>{






