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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. 
 
 

OPCIÓN A 
 

1º) Sabiendo que 3306

321

=
γβα

, y utilizando propiedades de los determinantes, calcular: 

 

a ) El determinante de la matriz 
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 Sustituyendo en (**) los valores de M y N:   BNMB =+−=+= γβ 4860 . 

 
 Por último, sustituyendo en (*) los valores de A y B: 
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2º) Dada la recta 
3

1

1

2

2

1 +=−=
−
+≡ zyx

r  y el punto P(2, 0, -1), se pide: 

 
a ) Hallar la distancia del punto P a la recta r. 
 
b ) Hallar las coordenadas del punto P’ simétrico de P respecto de la recta r. 
 

---------- 
a ) 
 
        La distancia de un punto P a una recta r viene dada por la siguiente fórmula: 

( )
v

vQP
rPd

∧
=, , siendo Q un punto de la recta r y v  un vector director de la recta r. 

 
 Un punto de la recta r es Q(-1, 2, -1) y un vector director de r es ( )3,1,2−=v . 
 
 ( ) ( ) ( ) QPQPQP =−=−−−−=−= 0,2,31,2,11,0,2  
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b )  
 La expresión por unas ecuaciones paramétricas de la recta r es la siguiente: 
 

( )3,1,2

31

2

21

3
1

1
2

2
1 −=⇒









+−=
+=
−−=

≡⇒
+=−=

−
+≡ v

kz

ky

kx

r
zyx

r  

 
 El plano 'π , perpendicular a r por P(2, 0, -1), es el que tiene como vector normal 
a v  y  contiene al punto P: 
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 El punto N de intersección de la recta r con el plano 'π  es el siguiente: 
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 Con objeto de clarificar la situación, la ex-
presamos en la figura adjunta de forma aproxima-
da. 
 
 Para que P’ sea el punto simétrico de P con 
respecto a r, tiene que cumplirse que: 
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3º) Hallar:  a ) 
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4º) Dada la función ( ) ( )542 −+= xxLxf , donde L indica logaritmo neperiano, se pide: 
 
a ) Determinar el dominio de definición de f(x) y las asíntotas verticales de su gráfica. 
 
b ) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de f(x). 
 

---------- 
a )  
 Por tratarse de una función logarítmica, su dominio de definición es aquél que 
haga que los valores de ( )542 −+ xx  pertenezcan a R+. 
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
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 Por ser la función 542 −+= xxy  una parábola convexa ( )∪  que corta al eje OX en 
los puntos de abscisa x = -5 y x = 1, en el intervalo ( )1,5−  sus ordenadas son negativas, 
por lo que el dominio de definición de f(x) es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( )∞+∪−∞−⇒ ,15,fD  

 
 Las asíntotas verticales son los límites laterales de los extremos del intervalo para 
el cual no está definida la función, que es ( )1,5− . 
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x
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x
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Son asíntotas verticales las rectas x = -5 y x = 1. con las tendencias indicadas. 

 
b )  
 Una función es creciente o decreciente cuando su derivada es positiva o negativa, 
respectivamente. 
 

( ) ( )
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 Teniendo en cuenta el dominio de de-
finición de la función y es esquema adjunto: 
 
 

( ) ( )∞+−∞− ,1:;;5,: CrecienteeDecrecient  

 
********** 
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OPCIÓN B 

 
1º) Dadas las funciones 29 xy −= , 12 += xy , se pide: 
 
a ) Dibujar las gráficas de las dos funciones identificando el recinto acotado por ellas. 
 
b ) Calcular el área de dicho recinto acotado. 
 
c ) Hallar el volumen del cuerpo de revolución obtenido al hacer girar alrededor del eje 
OX el recinto acotado por la gráfica de 29 xy −=  y el eje OX. 
 

---------- 
 

a ) 
 Los puntos de corte de la parábola y la recta 
se obtienen de la igualación de sus expresiones: 
 

( )
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


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 Los puntos de corte con los ejes de la parábola 
son los siguientes: 
 

( )

( )

( )9,090
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2

1

2
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
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
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−→−=

⇒=−⇒=⇒

 

 
 La recta corta al eje de ordenadas en E(0, 1). 
 

 La representación gráfica, aproximada, es la indicada en la figura. 
 
 
b ) 
 Para el cálculo del área pedida se tiene en cuenta que las ordenadas de la recta son 
iguales o menores que las correspondientes ordenadas de la parábola. 
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


+−−=

2

2
3

2
3

36

2460
3

72
603216

3

64
164

3

8
4·84

3

4
2·82

3

2

 

 
c )  

 
El volumen del cuerpo de revolución obtenido al hacer girar alrededor del eje OX 

el recinto acotado por la gráfica de 29 xy −=  y el eje 
OX es el indicado en la figura. 
 
 Sabiendo que el volumen engendrado por una 
función f(x) al girar en torno al eje OX  entre los va-
lores reales a y b, viene dado por la expresión: 
 

( )[ ]∫=
b

a

dxxfV ··2 2π , sería, en el cas que nos ocupa: 
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∫∫∫
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Vu ===+=






 +=






 −−−






 += 3

5
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5
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5
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5
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5
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5
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********** 
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2º) Dados el plano 02542 =+++≡ zayxπ  y la recta 
5

3

2

1
1

+=−=+≡ zy
xr , se pide: 

 
a ) Calcular los valores de α para los que la recta r está contenida en el plano π. 
 
b ) Para el valor de α = -2, hallar el punto (o los puntos) que pertenezcan a la recta s 
perpendicular a π que pasa por P(-3/2, 0, -11/2), y que dista (o distan) 6  unidades del 
plano π. 
 
c ) Para α = -2, halla el seno del ángulo que forman r y π. 
 

---------- 
a )  
 La recta r puede expresarse por dos ecuaciones implícitas: 
 





−=−
−=−

≡⇒




+=+
−=+

⇒
+=−=+≡

25

32

355

122

5

3

2

1
1

zx

yx
r

zx

yxzy
xr . 

 
 Para que la recta r esté contenida en el plano π es necesario que el sistema que 
forman tenga infinitas soluciones, o sea, que sea compatible indeterminado. 
 

El sistema de ecuaciones que forman la recta r y el plano es π es el siguiente:  
 









−=−
−=−

−=++
⇒













−=−
−=−

=+++≡

25

32

2542

25

32

02542

zx

yx

zayx

zx

yx

zayxπ
 

 
  Las matrices de coeficientes y ampliada son: 
 

  
















−
−

−

−
−=

















−
−=

2

3

25

105

012

42

'

105

012

42 a

My

a

M . 

 
 Para que el sistema sea compatible determinado, según el Teorema de Rouché-
Fröbenius, los rangos de ambas matrices tienen que ser 2. 
 

11;;222;;02202

105

012

42

−=−==++=
−

−= aaa

a

M . 

 

 Para α = -11 la matriz ampliada es 
















−
−

−

−
−

−
=

2

3

25

105

012

4112

'M , cuyo rango tiene que 

ser, necesariamente, dos, cosa que comprobamos a continuación. 
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




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


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−−
=
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



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11−=aserquetienerrectalaacontengaplanoelquePara π  

 
 
b )  
 Para α = -2 el plano es 025422 =++−≡ zyxπ . 
 
 Un vector normal del plano π es ( )2,1,1 −=n . 
 
 La recta s tiene a ( )2,1,1 −=n  como vector director y su ecuación expresada por 

unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 













+−=

−=

+−=

≡

λ

λ

λ

2
2

11

2

3

z

y

x

r . 

 
 El punto M de corte de la recta r con el plano π es el siguiente: 
 

( )

.
2
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,0,

2

3
0;;012;;025822223

;;0252
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2
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025422
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


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
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









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−=
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≡

=++−≡

M
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x

r

zyx

λλλλλ

λλλ

λ

λ

λ

π

 

 

 Los puntos de la recta r tienen la expresión 






 +−−+− λλλ 2
2

11
,,

2

3
Q . Los puntos 

Q1 y Q2 pertenecientes a la recta r y que distan 6  unidades del plano π son los que se 
determinan a continuación. 
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( ) ( ) ( )
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c )  
 El ángulo α  que forman el plano 025422 =++−≡ zyxπ  y la recta r es el comple-

mentario del ángulo que forman un vector v  director de r y el vector ( )2,1,1 −=n , 
normal al plano π . 
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
 

 
nv

nv
nvnv

·

·
coscos··· =⇒= ββ . 

  
Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

       Un vector director de 
5

3

2

1
1

+=−=+≡ zy
xr  es ( )5,2,1=v . 

 
( ) ( )

( )
ααβ sen

nv

nv
sen ====+−=

+−+++

−===
10

53

56

9

180

9

6·30

1021

211·521

2,1,1·5,2,1

·

·
cos

222222
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3º) Se considera el sistema de ecuaciones 
( )








=+++
=−+

=++

915

02

332

zymx

zyx

zmyx

, se pide: 

 
a ) Discutir el sistema según los valores de m. 
 
b ) Resolver el sistema para el caso de m = 0. 
 

----------  
a ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

















+
−=

















+
−=

9

0

3

115

211

32

'

115

211

32

m

m

Ay

m

m

A . 

 
 El rango de A en función de m es el siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ;;0131117;;0141510132

115

211

32

=−−+=−++−−++=
+

−= mmmmmm

m

m

A . 

 

3

2
;;032;;064;;0131177 −==+=−−=−−+ mmmmm . 

 

 Para 
3

2−=m  es 
















−=
9

0

3

15

211

32

'

3
5

3
2

A , equivalente a efectos de rango a la siguiente 

matriz: 
















−=
3

0

1

155

231

322

'A . 

 
El rango de 'A  es el siguiente: 

 

{ } 3'022123615518

355

031
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,, 421 =⇒≠=−=−−+=⇒ ARangoCCC  

 

adoDeterCompatibleincógnARangoARangomPara min.º3'
3

2
⇒===⇒−≠  

 

leIncompatibARangoARangomPara ⇒==⇒−= 3';;2
3

2  
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b ) 

 Para m = 0 resulta el sistema 








=++
=−+

=+

95

02

332

zyx

zyx

zx

, que es compatible determinado.  

 
 Resolviendo por Cramer: 
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4º) Dada la matriz 
















=
α

α

10

010

11

A , estudiar para qué valores de α tiene inversa y calcu-

larla siempre que sea posible. 
---------- 

 
 Para que una matriz sea inversible es condición necesaria que su determinante no 
sea nulo: 
 

α
α

α
==

10

010

11

A . 

 
La matriz A es inversible para cualquier valor real de α que sea distinto de cero. 

 
 
 

 La matriz traspuesta de A es la siguiente: 
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