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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicic
la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido a una d
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas. Todas las respuestas
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A

P lim lim
1°) a ) Calcular los limites: % y 2

X - 400 4+ x+1)

1
b ) Calcular la integralt :j1+

0

X
NG

-dx.

c ) Hallar el dominio de definicién de la funciéifx)=+ x> - 9x+14. Hallar el conjunto
de puntos en los que la funcién f tiene derivada.

a)
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eOO
lim 2 _ 2 2 _ 2 _2_
S — =2 =<=9p.
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c)
f(x) =+ x* - x+14 esta definida para los valores de x tales gfuedx+14>0.

_ 9:/81-56 _ 9+/25 _ 945 - x

X —X+14=0:: x=
2 2 2

=25 % =7.

La funcion ¢(x)=x* - 9x+14 es una pardbola conveXa) cuyos puntos de corte

con los ejes son A(2, 0) y B(7, 0), teniendo como ordenadas positivas o nulas al con
to de valores que determinan el dominio de definicion de f(x), que es el siguiente:

D(f)= (-, 20[7, +)

) .. 2X-9
La derivada def(x)=+/x* - 9 +14 es la siguientef'(x)= )
Y g 9 2.4/ X2 - X+14

Los valores en que esta definidgx) son el conjunto de valores de la funcién
d ¥ = x* - x+14 tales queg(x)>0, que son los siguientes:

{ =+ X - 9x+14 es derivable para x(-c0, 2)0(7, +)
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2°) Dados los planos, = 2x+ 3y+z-1=0, 7, = 2x+ y-3%-1=0 Y la recta r de ecuaciones

continuasr _le_ y+1-ZT2 se pide:

a ) El punto o puntos de r que equidistamOgm,.
b ) El volumen del tetraedro queforma con los planos coordenados XY, XZ e YZ.

c ) La proyeccion ortogonal de r sobre el plapo

X=1+24
a) Laexpresion de r por unas ecuaciones paramétricas ¢s -1+ . Los puntos
z=-2+24

de r tiene la expresion genera(t+ 2, -1+ A, - 2+24).

La distancia del punt®(x, v, z) al plano genéricoi= Ax By+Cz+D =0 Vie-
)_| Ax+ B)6+CZO+D|
\/A2+ 82 +C2

ne dada por la formulai(p,

Por definicion del problema tiene que cumplirse g )= d(P, 7,):

| 2% 2) 3(-eA)r(-2020)-1_| 2% 2)s 1{- 1)~ {-2¢20)-1]

V22 + 31 N P+2+(-3) )

N-4=-1+6
N-4=1-6

| 2+ A-3+3N-2+20-1 | 2+ A-1+ 1+ 6-61-1
VA4+9+1 V1+4+9

| N4 =|-21+6| :>{

1a=10;;4,=1= R(30,0)

Bl=-2;41=-1> ), =-= = Pz(l—%, -1-=, —2——) = Pz(—, -2, ——j

b)
Los puntos de corte con los ejes coordenados del plagmax+ 3y+z-1=0 son
los siguientes:

Eje X = {y:O} — x-1=03 x=1 = A{l, 0 oj.
z=0 2

EjeY:{X



EieZ= {);:(())} = z- E0;;z=1= ¢(0,0,1).

Sabiendo que el volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de
vectores que lo determinan; en este casoTscE%, 0, oj, v :(0, % oj y w=(0,0,1).
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c)

Existen diversos procedimientos para hallar la proyeccion ortogonal de una re
sobre un plano; uno de ellos es el siguiente: hallamos dos puntos de la recta y por
hallamos las rectas perpendiculares al plano; estas rectas cortan al plano en un |
cada una de ellas; la recta que pasa por los puntos de corte es la proyeccion pedida

Dos puntos de EXT_lz y+1:%2 son A(L, -1, -2) y B(3, 0, 0).

El vector normal del plana, = 2x+ y-%-1=0 es n =(2, 1, -3).

x=1+24
Las rectas perpendiculares al plapopor los puntos Ay B sop, ={y=-1+4 Yy
z=-2-34
x=3+2/
Sg =Eqy=41
z=-3/

Los puntos de corte de las rectay ss con el planar, son los siguientes:

x=1+24
S, =Eqy=-1+4 : _af o A -
e peay = 2(% 2)+(- #A)- 3(- 2-34)-1=0;;

T, = 2x+ y-3&-1=0

2 A- 1)+ 6 9-FE 0;;144+6:O;;7/1:—3:>/1:—§: A'(l _10 _5)

I 4 777 7)
x=3+2A
Sg = Zjiﬁ = 2(3 2)+/]— 3(— 3)—1:‘0;;6+4/]+/]+9/]_1=0;;

T, = 2x+ y-3-1=0



144 +5=0 = /]=—£:> B' 3—2 —EE .
14 14 14 14

Los puntos A’y B’ determinan el vectokB = B-A'= 3), E’, 23)
14 14" 14

Un vector director de la recta pedida s es cualquiera que sea linealmente de

diente del VeCtOWB':[‘?'—O, E, Z—SJ por ejemplo:v, =(6, 3 5).
14’ 14" 14
1 10 5 ,
Considerando un punto de s, por ejempr((} - —7) la expresion dada por

unas ecuaciones continuas de la recta s es la siguiente:

o= x—1 _ y+7°: z+3 . 7x-1_7y+10_ 7z+5 L s 7x=1_ 7y+10 _ 7z+5_

6 3 5 42 21 35 " 6 3 5

Otra forma de obtener la recta s es la siguiente: determinamos uno.pigeo
contenga a r y sea perpendicular al plapda interseccion de los planasy =, deter-
minan la recta pedida s.

El planoa tiene como vectores directores al vector normaid.deal vector direc-
torder, que som =(2,1 -3) y v, =(2 1, 2), respectivamente.

Considerando el punto de r, P(1, -1, -2), la expresion general delopénia si-
x-1 y+1 z+2

guiente:a(P,ﬁ,Vj)z 2 1 -3|=0;
2 1 2

(2 )2 (6 )2 (2 2 (@+ pr B ) fy+ )= 05 8x-9-1dy+1)=0

x-F lﬁy+ :): 0;;x-1-2y-2=0= a=x-2y-3=0.

_|2x+ty=-3%-1=0
" |x-2y-3=0

Expresada por unas ecuaciones continuas es:

2x+ y- 3-1=0
=Y = y=) x= 3 2 ;%= X+y- 1 6+ M+1-1=51+5;;
Xx—-2y-3=0 —

X=3+21 ]
z=32+21 = s=qy=/ = _X—3:X:Zz§ g = X_3:l:32_5_
z=54+5) 2 1 3 2 1 5
373



Otra forma de resolver el problema es la siguiente: hallando el haz de planos
contienen a la recta r; haciendo que su vector normal sea perpendicular al vector no
del planon, obtenemos un plan@ la interseccion de los planasy p determinan a la
recta s pedida.

La expresién de la rectasXT_l= y+1:%2 por unas ecuaciones implicitas es la
L X—1=2y+2 Xx—-2y—-3=0
sigulente:r = y = r= Y .
X—-1=z+2 x-z-3=0

El haz de planos que contienen a ryesx-2y-3+A(x-z-3)=0, que también
puede expresarse de la forma (1+4)x- 2y-Az-(3+31)=0, cuyo vector normal es el

siguiente:v, =(1+4, -2, - 2).
El vector normal der, = 2x+ y-3-1=0 esn, =(2, 1, -3).
v, On, = (" 5 24) (21- 30,2 2-23=0;5=0;1=0.
El plano del haz que es perpendicularmaes el siguientes = x- 2y-3=0.

Expresada por unas ecuaciones continua:

: 2x+ y—- X -1=
La recta pedida &SE{ x+y=2-120

Xx—2y-3=0
es como sigue:

= y=A ;x=3F 2 ;; %= X+y- 1= 6+t4+1-1=5+51 ;;

x—2y—-3=0 B B
X=3+24 :
Z::§J+§A = SEE y::A = 28:§::)£: Z_{E 'SSE X_Egz_yz:sz-s
. e 2 1 57 2 1 5 °
Z—§+§/]

Noétese que, aunque las expresiones son diferentes, se trata de la misma recta
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1 3 -2
-1 1 . )
39) Calcular el rango de la matriz= s 0 -a segun los valores del parameiro
at2 0 a
1 3 -2 1 3 -2
F, - F,+F
-1 1 a 0 4 a-2
A= =1F, - F,—2F, = ={F, - F,+F}=
2 0 -a 0O -6 4-a
F, - F,—-(a+2)F,
a+2 0 a 0 ~-%-6 3a+4
1 3 -2 1 3 -2
0 -2 2 0o 1 -1 F, - F,+6F
= {':2—’_%':2}:> =4 : ? =
0 -6 4-a 0 -6 4-a F, - F,+(3a+6)F,
0 ~-%-6 3a+4 0 -%-6 3a+4
13 -2 13 -2
01 -1 01 -1
= ={F, - F}= = RangoA=3, DalR.
0 0 -2-a 00 -
00 -2 00 -2-a
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senx cosx O
4°) Dada la matriav =| cos x —senx 0/, se pide:
0 0 1

a ) Calcular el determinante de la matriz M.
b ) Hallar la matriz M.

c ) Hallar la matriz NP.

N

a)
senx cosx O
M |=|cos x —senx 0|=-ser x-co$x=-1#0 = RangoM =3.
0 0 1
b)
senx cosx O senx cosx O
M2=M -M =|cos x —senx 0|-|cos x —senx 0|=
0 0 1 0 0 1
serf X+ cog x+0 senx -cosx cosx-senx+ 0 0+0+0 100
=| cOS X Senx senx -CosX cos x serf x+ 0 0+0+0|=|0 1 0O|=1=M
0+0+0 0+0+0 0+0+1 0 01
C)

M25=M12-2+l=(M2)12 'M =|12'M :| 'M=M=M25.
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OPCION B

1 y+1

1°) Dado el punto P(0, 1, 1) y las rectavs%: =2y ss{);zg, se pide:

a ) Determinar las coordenadas del punto simétrico de P respecto arr.

b ) Determinar la recta que pasa por el punto P, tiene direccién perpendicular a la re
y corta a larecta s.

a)
Un vector director de r eg=(2, 1, -1).

La expresion de r por unas ecuaciones pa-
x=1+2k
rameétricas es =< y=-1+Kk.

/r z=-k

El planon', perpendicular a r por P(0, 1, 1),
s es el que tiene como vector normalay contie-
ne al punto P:

\

P, 1,1)

\\
\
\
D
g

T=E2x+y-z+D=0
= 2-0+1-1+D=0;; D=0 =

P(0,1 1)

\

= mT=E2x+y-z=0.

Con objeto de clarificar la situacion, la expresamos en la figura adjunta de for
aproximada.

El punto N de interseccion de la recta r con el planes el siguiente:

m=2x+y-z2=0
x=1+2k
= A1+ 2K)+(-1+k)-(-k)= 0;; 2+ &k-1+k+k=0;; 6k=-1;
r=qy=-1+Kk
z=-k
le—Z:Z
6 3
k:—é = y:—l-é:—z = N g —Z,E
6 6 6 3 6 6
1)_1
Z:— -_ | = —
O




Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto ar, tiene que cumplirse c

—_ — 2 71 2 7 1
PN= NP N-P=P-N ;| = ——= < |-(01]= A e e il I
= (3 66j(l)(xy)(3 66)
2 2 _4
X——=— 5 X=—
3 3 3
2 13 5 2 7 1 7 13 10 ,(4 10 2}
—y T Ty T X = X__l y+_) Z—— = y+_=__ - y=__ = P —y T .y T <
3 6 6 3 6 6 6 6 3 3 3 3
1 5 2
Z—-—=—— L Z=——
6 6 3

b)

- — +
El haz de planoa perpendiculares a la recrt&XTl:yTl:i

tiene como vec-

tor normal al vector director de r, que es(2 1, -1). La expresion general dees la
siguiente:a=2x+ y-z+D=0.

De los infinitos planos del haz=2x+ y-z+D=0, el planop que contiene al
punto P(0, 1, 1) es el que satisface su ecuacion:

=2x+y-z+D=0
aEextymz = 1-1+D=0,;;D=0= pu=2x+y-z=0.
P(0, 1, 1)

El punto Q de corte de la recta s con el plares la solucion del sistema que
forman:

{x:O
S=
y=0

HUE2X+Yy-2=0

= Q(0, 0, 0).
-z=0

La recta t pedida es la que pasa por los puntos P(0, 1, 1) y Q(0, 0, 0), cuya ex
x=0

A, OAOR.

z=A

sion dada por unas ecuaciones paramétricas
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2x+ 4y =4k
2°) Dado el sistema de ecuaciones linealeg x+ K y+kz=0, se pide:
x+ ky=k?

a ) Discutirlo en funcion del valor del parametro k.
b ) Resolver el sistema para k = 1.
c ) Resolver el sistema para k = 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 4 0 2 4 0 4
M=| -k K k|yM=l-K K k 0
1 k 0 1 k 0Kk

El rango de M en funcion del parametro k es el siguiente:

2 40
|M|=|-K Kk k|= 4k- XK =2{2-K)=0= k=0;;k,=2.
1 k 0

k#0 L . .
Para {k 4 2} = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = CompatibleDeterminado

2 40 2 400
Parak=0= M=0 0 O|yM'=|0 0 0 0] = RangoM=RangoM'=2.
100 1000
2 408
Parak=2= M'=|-8 4 2 0|= {F,=2F,} = RangoM'=2.
1 204

k=0
Para { } = RangoM= RangoM '= 2<nfincégnitas= Compatible Indeterminado

b)
2X+4y =4
Resolvemos para k = 1. El sistema resula+ y+z=0, que es compatible de-
x+y=1
terminado. Resolvemos:



|

X+2y=2
- x+ y+z=0 = De las ecuaciones primera y tercera se deduce que x=0ey =
x+y=1

Sustituyendo en la segundao+ 1+ z=0 ;; z=-1.

Solucién:{x=0;; y=1;; z=-1

2x+4y =8
Resolvemos para k = 2. El sistema resula@x+ 4y+2z=0, equivalente al siste-
X+2y=4
- 4x+2y+z=0 . .
y gue es compatible determinado.
X+2y=4
—4x+2y+z2=0
{ y = y=A X= 4 2 ;z= 4- ¥=16 8- A=16-10A=z.
X+2y=4 E—
X=4-2/
Solucién <y=A , OAOR

z=16-104
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3°) Dada la funciont (x) =

1
e six<O0
k six=0, hallar el valor de k para que f sea continua
cosx-1
senx

si x>0

en x = 0. Justificar la respuesta.

Para que la funcion f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los li
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion er

punto:
lim lim 3
_f(x)= _e=e”=0
X-0 X0 -
Parax=0 >
lim lim -
= TSR0
X -0 X-0 senx —
[im [im - - [im -
(*) . f(x)= cosx=1_171_0 _ indeter. = {L'Hopital} = X
X-0 X - 0 senx 0O O X - 0 cosx
:.:52::9.
1
. [im [im
Teniendo que ser f(x)= f(x)= f(0):
queser (= 1(x)=1(0)

La funcion f(x) es continua para x = 0 para el valor de k = 0.
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4°) a ) Hallar el area del recinto limitado por la gréfica fl#=-senx y el eje OX entre
las abscisas x =0y X =2

b ) Hallar el volumen del sélido de revolucion que se obtiene al hacer girar la gréafica
{ 3=-senx alrededor del eje OX entre loas abscisas x =0 yx& = 2

a)

/2

3n/2

La gréfica de la funcién{ 3=-senx es la de la figura, de la cual se deduce el
area pedida, que es la siguiente:

0 2
SJ'— senx dx J'— senx -dx= [cos x]?r+[cosx]fr” :(coso— cosn)+( CoS2T— cosn):

=1 (-0+1-(-1)=4 #=

%

b)
Sabiendo que el volumen de un cuerpo de revolucion engendrado al girar la ct
f(x) alrededor del eje de abscisas limitado por x = a y x = b viene dado por la expres

b
integral v=7][ f(x]* - dx, el volumen pedido es el siguiente:

dx= ﬂj( T cos2x) =

0

2m u i
V=7[(-seny’ dx= 27 | sefl x-dxzm.jiszx
0 7 :

=7TIdX+7TICOSZX-dx= I, +1,=V. (¥
0 0

, :ﬂ]zdx:[x]g =m(m-0)=m*u®=1,.

2x=t
dx=4dt

X=mT-t=2mr

- f cos2x- ~ T cost di=2 - [sent]” =
I2—n£c052x dx:{ x:Oﬁt:O}:HZ 2{cost dt—2 [sent]0




:g -( semrr-sen0)== -(0-0)=0.

NN

Sustituyendo los valores ded |, en la expresion (*):
V=mru’
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