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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicic
la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido a una d
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas. Todas las respuestas
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A
AX+Az=2
1°) Dado el sistemax+Ay-z=1 , se pide:
x+3y+z=2A

a ) Discutir el sistema segun los valores del pararetro

b ) Resolver el sistema para 1.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

A 0 A A 0 A 2
M=1 A -1l yM=1 41 -1 1
1 3 1 1 3 1 24

El rango de M en funcion dees el siguiente:
A0 A

IM[=]1 A -1=F+A-F+3A=61=0= 1=0.
131

Para A #0 = RangoM= RangoM'=3= rP incog. = Compatible Determinado

Ahora vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada M par@
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00 0 2 00 2
Paral=0= M'=|1 0 -11|={C,C,, C}=|1 0 1/=620= RangoM'=3.
13 10 130

Para A1=0 = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatille

b)

X+z=2

Resolvemos para el casoXe 1. El sistema resultax+ y-z=1 , que es compa-
X+3y+z=2

tible determinado.

X+z=2| - z=2-X
X+ y—(2—x):1} X+ y—2+x:1} 2x+y:3}
= L y=o

x+y-z=1
x+3y+(2-x)=2] x+3y+2-x=2 3y=0
X+3y+z=2 -
2x+ y=3;; 2%x=3 ;; x:E 5 z:2—x:2—§:1:z
2 2 2
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2°) Dada la funcionf (x)=

a ) Obtener, si existen, los maximos y minimos relativos, y las asintotas de f.

b ) Calcula el area del recinto acotado comprendido entre la gréafica de f, el eje OX'y
rectasx=0yx=3.
a)

Una funcion tiene un maximo o un minimo relativo para los valores de x que ar
lan la primera derivada.

()2 20 Fo(x= 3 -dx )1 (x+)-2Ax-1) _ x+1-2x+2_ 3-x _ 0
i (c+) rr I v v

f'(x)=0 = (3;—1);3: 0;,3-x=0;; x=3.
X

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un minimo re
VO Y, Si es negativa, se trata de un maximo relativo.

F(x)=— 1x+ P-(3%x -dx+19*-1_—(x+1)-3B8-x) _ - x-1-9+3x _ 2x-8 _

(x+2)° (x+2)* e+ (x+)
_ 2(x—4)= "(x
(X+1)4 f ( )
f"(3):%=;—f<o — Maximo relativo para x = 3.

3 =—=—=—=E = Maximo relativo: A(B, éj

Las asintotas son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer infini
son de la forma y = k.

li - . , .
y=k= f(x)= m x5 E eje X es asintota horizontal.

X —» X—>°0X+1)2

—~

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.

(x+9°=0;;x+1=0= x=-1.




Oblicuas: son de la formga= mx+n, siendo:

lim  (x+1)° lim  x-1

oo < _XHOOX(X+1)2:O:IT].

m= — 1=
X > ©

lim f(x)

No tiene asintotas oblicuas.

b)

Con los datos del apartado anterior y teniendo en cuenta que la funcién corta &
ejes de coordenadas en los puntos B(0, -1) y C(1, 0), la representacion grafica de |
tuacion es la que aparece en el grafico adjunto.

X v“

~

|

s (% aef (3 de=[FHI +[FXIE = F(9-F(3+ F(3-F(I=F(9+ F(9- 2 0).

x-1 _ M, N _M(x+)+N
(x+1)  x+1 (x+2)? (x+1)

Siendo F(x)= f(x)-dx:jﬁ-dx N

_1 .
X+1

.dx=

:M(x+1)+N:Mx+M+N:> M =1
M =~ N

(X+1)2 (X+1)2 = F(X):I

dx—ZJﬁ

= e -2 ()7 - e L(x+])—2-(xt—1)_l= ety 2= Py,




Sustituyendo el valor obtenido de F(x) en la expresion de S:

Ss=F(9+F(3- 2F(J)z[L(O+1)+oi+J+[L(3+1)+i}— 2[L(1+1)+i} -

3+1 1+1

= L1+ 2+ L4+%— 22+ )= 0+2+2L2+%—2L2—2:% =S
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39 Dadas las rectass 1= Y=2"1y = X0 V=42 o0 hide:
2 1 1 2 1 1

a ) Estudiar la posicién relativa de ry s.

b ) Determinar la ecuacion del plamgue contiene alasrectary s.

a)
Las rectas r y s tienen el mismo vector directog(2, 1 1), lo que significa que
son paralelas o coincidentes; para diferenciar el caso tomamos el punto de la rect

A(-1, 0, -1), y comprobamos si se satisface la ecuacion de s, en cuyo caso seran cc
dentes y si no se satisface seran paralelas.

S=——=-*~ = — [ [ - _
= 125;&%;&?1 — El punto A no pertenece a s.

Las rectas r y s son paralelas.
b)
Un punto de s es B(5, 4, 0). Los puntos A y B determinan el siguiente vector:
v=AB=B-A=( 54 0-(- 1L0-13=(641).
La expresion general del planes la siguiente:

x+1l y z+1
n(A u, V)= 2 1 1 |= 0;{x b+ 6y §z+ )- §z+ - 4dx+1)-2y=0;;
6 4 1

- (3+ )t ¢+ (2+ )E 0;- 3- 3 4+ 2+ 2= 0;;77= 3x— 4y— 22+1=0.
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4°) Dados los planog = 2x+ y+ 2z+1=0 Yy = x-2y+6z=0, Se pide:

a ) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la interse
de los planos y .

b ) Determinar el planp que es paralelo al plamoy pasa porP(\/_z, 1, o).

., . . L. 2x+ y+22+1=0
La expresion de r por unas ecuaciones implicitases :

X—2y+6z2=0
2X+ y+ 22+1=0 +y=-1- +2y=-2-
(= X+y :Z:/‘:>2xy 1-21] 4x+2y 24/1:5(:_2_10)“;
X—2y+6z=0 T X-2y=-64 X—2y =-64
x=-2-2 ;y=-1 2A-x=-1-2A+2+41=-T+21=y.
5 5 5
Xx=-2-21
rsqy=—-¢+24, UAOR
z=A

b)
El haz de planos paralelos al plan@ 2x+ y+ 2z+1=0 es una expresion de la
formay = 2x+ y+2z+D =0.

De todos los infinitos planos del haz anterior, el plamgue contiene al punto
P(V2, 1 0) es el que satisface su ecuacion:

= 2x+y+2z+D =0
lﬁ(fg;é) }: 42 % 200D=0::D=-2/2-1=

y= 2+ y+ 2- 2/2-1=0
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OPCION B

2 -1 -1 100
1°) Dadas las matrices=| 1 0 -1|,1=|0 1 0/, se pide:
-2 2 3 001
a ) Calcular A—4A + 3l.
b ) Demostrar que la matriz]ﬁes%(m - A).
c ) Hallar la matriz inversa de la matriz A — 2I.
a)
2 -1 -1(2 -1 -1 2 -1 -1 100
A*-4A+31=| 1 0 -1|-(1 O -1|-4| 1 0 -1|+3-/0 1 0|=
-2 2 3)\-2 2 3 -2 2 3 001
%2 -2202 -2+1-3 8 -4 -4\ (300
=l 20602 -®02 -1-0-3|-| 4 0 -4|+/0 3 0|=
-4 26 2406 2-2+9) (-8 8 12) (0 0 3
5 -4 -4\ (-8 4 4 300) (000
=| 4 -3 -4|+|-4 0 4 [+|0 3 0|=|0 0 0[=0=A"-4A+3|.
-8 8 9 8 -8 -12) (0 0 3) (0 0O

b)
Para hallar la inversa de la matriz A vamos a utilizar el método de Gauss-Jorde
2 -1 -1/100 1 0 -1/0 1 0
(A/1)=l 1 0 -1/0 1 0|={F-FR}=] 2 -1 -1]/1 0 0|
-2 2 3|001 -2 2 3/001
1 0 -1/0 1 0 10-1/0 10
F, - F,-2F,
= =0 -1 1|1 -2 0|={F,--F}=/01 -1/-12 0|
F, - F,+2F,
02 1]/0 2 1 02 1/0 21
10-1/0 1 0 10-1/0 1 0
—={F, - F,-2FR}=|0 1 -1|-1 2 0o|={fR-iF}=l01 -1|-1 2 0|

00 3|2 -21 00 1|2 -2

wl=



1 0 O 2 1 1 2 1 1
F . F +‘F 3 3 3 3 3 3
s S LRI I EY e
F, - F,+F 00 1 % _%% % _%%
4 00 2 -1 -1 2 1 1
A‘1:§(4I—A):§- 0 40/-l1 0 -1 :%- -1 4 1|=A".
00 4) (-2 2 3 2 -2 1

c)
2 -1 -1 100y (2 -1-1(200) (0 -1 -1
A-21= 1 0 -1|-2-/0 1 0|=|1 0 -1|-|0 2 O|=| 1 -2 -1
-2 2 3 001 (-2 2 3J 002 (-2 2 1
0 -1 -1 0 1 -2
A-21]=| 1 -2 -1=-2=2+r4+1=1;; (A-21)=|-1 -2 2
-2 2 1 -1 -1 1
-11 -11 |-1 -1 0 -1 -1
. t 1 -2 |0 -2 0 1
Adj(A-21) =| - - =1 -2 -1| =
-1 1| |-1 1 -1-l |, o,
1 -2 |0 -2[ |0 1
-2 2 -1 2| |-1 -2
0 -1 -1
(A-21)"=| 1 -2 -1
-2 2 1

Otra forma de resolver éste apartado es considerando el apartado a ), en partic
teniendo en cuenta que? - A+3 =A?-4A+4 -1 =(A-21V -1 =0=(A-21 ) =1,

De lo anterior se deduce que:

(A-217=(A-2)A-21)=1=A-2 =L=(A—2|)‘1=A—2| , COMo se puede

comprobar en el ejercicio.
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2°) Dados los puntos A(1, -3, 0), B(3, 1, -2), C(7, 2, 3), D(5, -2, 5) y E(1, 0O, 2) se pide
a ) Demostrar que los puntos A, B, C y D son coplanarios.
b ) Demostrar que el poligono ABCD es un paralelogramo y calcular su éarea.

c ) Hallar la distancia del punto E al plandeterminado por los puntos A, B, C y D.

a)
Los puntos A(-1, 3, 0), B(3, 1, -2), C(7, 2, 3), D(5, -2, 5) determinan los vectore

u=AB=B-A=(31- »(1-30=(24 -2).
v=AC=C-A=( 723 (1-30=(653).
‘w=AD=D-A=(5- 25 (1-30=(415).

Demostrar que los puntos A, B, C y D son coplanarios es equivalente a demos

que los vectore{u, v, W} son linealmente dependientes, es decir, que su rango S
menor que tres.

2 4 -2
Rangolu, v, W}: 6 5 3|= 501 48 40 6 126 138-138=0 =
41 5

N Rangﬁ“u, v, Vv’[:z.
Queda demostrado que los puntos A, B, C y D son coplanarios.

b)
A
Demostrar que el poligono ABCD es un paralelo-
gramo es equivalente a demostrar que son iguales lo
vectoresAB=DC, AD=BC.

D

AB=B-A=(31- 2-(1-30=(24 -2 -
= AB=DC.
DC=C-D=(723(5-259=(24 -2

AD=D-A=( 5- 2 5(1-30=(4105)
— AD=BC.
BC=C-B=(723(31-23=(415)



El area de un paralelogramo es igual al modulo del producto vectorial de los v
tores que lo determinan:

ik
S=| ABDBC|=|2 4 -2/=| 20 B+ k- ¥6+ - 10|=| 22-18]-14|=
41 5

= [2i#1j9 kf= 2 i#(- )d+(- )7 = 2/ 12% 8% 49= 2/251 7 =S.

c)
x-1 y+3 z
La expresion general del planes la siguientm(A- u, V)z 2 4 -2|=0;
6 5 3

(12 )4 @9 )8 1B 22 18- )k @+ p= 0;;20x- }-18y+3-14z=0;;

(1t )4 (9+ )3 = 0;; 2 11 9- 27 2= 0= 7= 1Ix- 9y- 72-38=0.

Sabiendo que la distancia del punix, v.,. z,) al plano genérico de ecuacién

Ax+ By +Cz +D .
n=Ax+By+Cz+D=0 es d(P, 77):| )\6/ 3 % : 202 |; aplicandola al punto
A+B° +C

E(1, 0, 2) y al planon = 11x- 9y- 72-38=0, €s:

a(E. ,7):| 11-% 9-0- 7-2-38) _|1+-14-38] _ 41 _ 4L/251unidades: d(E. )
J1E + (9P +(-7) J251 251 _251
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. . i 1 Ii _ 1=
3°) Calcular los siguientes limites: aljmo{x.ex]_ b) im |1+ tag x-41 tagx
X X

-

a)
1 1
lim 1 1 lim ex >
.| x€&|=0€&=0€"=0-0= Indet = +e—:§:e—:iz>lndeter.:>
X0 X -0 iL 1 0 00
X 0
1 1
im "2 ¢ Im * %
— L'Hopital = X = ,e=¢ =" =+,
X0 _4}7 X0 -
XZ
b)

lim 1+ tag x—/1-t l+tag 0-1-tag 0 _ 1+ 0—+/1-
OJ ag x—,/ agx:\/ a9 0\/ agv_ 1+00 > O:g:nndetr.:
X - X

1 -1

cos’x  cosX 1 1

lim 2/1+tagx 2/1-tagx _ lim cosx . cos'x
X-0 1

X - 0| 2/l+tagx 2/1-tagx )

= L'Hopital =

_1 lim 1 lim 1 1 211 (1 1)_
=_. - . + ==.Z. 0=+ |=1.
2 x-0cosx x-0| /1+tagx 1-tagx) 2 1\1 1) =
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4°) Dada la funcion { >)=%—senx, calcular el area del recinto acotado comprendidc
entre la grafica de f, el eje OX ylas rectas x =0 y1>27<.=

Los puntos de corte con el eje OX de la funcidr) en el intervalo[o, lﬂ son

los siguientes:

f(x)=0= 1 senx=0 ;; Senle - x=30=" = A(O, Z—Tj-
2 2 6 \ 6

Por ser ())=%—senx continua en su dominio, que es R, los signos de la funci6
. T - . . T
en el mtervalo(o, Ej son positivos y los correspondientes al mter\{dgo Ej son ne-

gativos.
De lo expuesto anteriormente se deduce que el area pedida es la siguiente:

S| (00 o] Ok ax [ () an ] 1) ox=[rd]s +[F(d] -
- Hg)- FO)+ Ho)- Flo)=27(1)- FO)- Flz)=s. ()

Siendo F(x)=J-[%— senxj - dX= 2 +COS X = F(x), sustituyendo en (*), resulta:

T 3 T /4 /4 T
=2l =+ |-0-1---0=="++/3-1-—=|43-1-— | # =S.
( J 4 6 \/_ 4 (\/_ 12)
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