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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. Todas las respuestas debe-
rán estar debidamente justificadas. 
 

OPCIÓN A 
 

1º) Dado el sistema 
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, se pide: 

 
a ) Discutir el sistema según los valores del parámetro λ. 
 
b ) Resolver el sistema para λ = 1. 

---------- 
 
a )  
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función de λ es el siguiente: 
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 Ahora vamos a estudiar el rango de la matriz ampliada M’ para λ = 0. 
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b )  

Resolvemos para el caso de λ = 1. El sistema resulta 
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, que es compa-

tible determinado. 
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2º) Dada la función ( ) ( )21

1

+
−=

x

x
xf , se pide: 

 
a ) Obtener, si existen, los máximos y mínimos relativos, y las asíntotas de f. 
 
b ) Calcula el área del recinto acotado comprendido entre la gráfica de f, el eje OX y las 
rectas x = 0 y x = 3. 

---------- 
a ) 
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores de x que anu-
lan la primera derivada. 
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 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; si 
es positiva para los valores que anulan la primera derivada se trata de un mínimo relati-
vo y, si es negativa, se trata de un máximo relativo. 
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 Las asíntotas son las siguientes: 
 
 Horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer infinito; 
son de la forma y = k. 
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ky El eje X es asíntota horizontal. 

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador. 
  
  ( ) 101;;012 −=⇒=+=+ xxx . 
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 Oblicuas: son de la forma nmxy += , siendo: 
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No tiene asíntotas oblicuas. 

 
b ) 

Con los datos del apartado anterior y teniendo en cuenta que la función corta a los 
ejes de coordenadas en los puntos B(0, -1) y C(1, 0), la representación gráfica de la si-
tuación es la que aparece en el gráfico adjunto. 
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 Sustituyendo el valor obtenido de F(x) en la expresión de S: 
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3º) Dadas las rectas 
1

1

12

1 +==+≡ zyx
r  y 

11

4

2

5 zyx
s =−=−≡ , se pide: 

 
a ) Estudiar la posición relativa de r y s. 
 
b ) Determinar la ecuación del plano π que contiene a las recta r y s. 
 

---------- 
a )  
 Las rectas r y s tienen el mismo vector director, ( )1,1,2=u , lo que significa que 
son paralelas o coincidentes; para diferenciar el caso tomamos el punto de la recta  r, 
A(-1, 0, -1), y comprobamos si se satisface la ecuación de s, en cuyo caso serán coinci-
dentes y si no se satisface serán paralelas. 
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 El punto A no pertenece a s. 

 
Las rectas r y s son paralelas. 

 
 
b )  

Un punto de s es B(5, 4, 0). Los puntos A y B determinan el siguiente vector: 
 

( ) ( ) ( )1,4,61,0,10,4,5 =−−−=−== ABABv . 
 
La expresión general del plano π es la siguiente: 
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( ) ( ) 01243;;022433;;012413 =+−−≡=+++−−=++++− zyxzyxzyx π . 
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4º) Dados los planos 0122 =+++≡ zyxα  y 062 =+−≡ zyxβ , se pide: 
 
a ) Determinar las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por la intersección 
de los planos α y β. 
 
b ) Determinar el plano γ que es paralelo al plano α y pasa por ( )0,1,2P . 
 

---------- 
 

 La expresión de r por unas ecuaciones implícitas es 
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b ) 
 El haz de planos paralelos al plano 0122 =+++≡ zyxα  es una expresión de la 
forma 022 =+++≡ Dzyxψ . 
 
 De todos los infinitos planos del haz anterior, el plano γ que contiene al punto 

( )0,1,2P  es el que satisface su ecuación: 
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OPCIÓN B 

 

1º) Dadas las matrices 
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a ) Calcular A2 – 4A + 3I. 
 

b ) Demostrar que la matriz A-1 es ( )AI −4
3

1 . 

 
c ) Hallar la matriz inversa de la matriz A – 2I. 
 

---------- 
a )  
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b )  

Para hallar la inversa de la matriz A vamos a utilizar el método de Gauss-Jordan. 
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c )  
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 Otra forma de resolver éste apartado es considerando el apartado a ), en particular 
teniendo en cuenta que: ( ) ( ) IIAOIIAIIAAIAA =−⇒=−−=−+−=+− 2222 224434 . 

 
De lo anterior se deduce que:  
 

( ) ( )( ) ( ) IAIA
IA

IAIIAIAIA 22
2

1
2222 12 −=−=

−
=−⇒=−−=− − , como se puede 

comprobar en el ejercicio. 
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2º) Dados los puntos A(1, -3, 0), B(3, 1, -2), C(7, 2, 3), D(5, -2, 5) y E(1, 0, 2) se pide: 
 
a ) Demostrar que los puntos A, B, C y D son coplanarios. 
 
b ) Demostrar que el polígono ABCD es un paralelogramo y calcular su área. 
 
c ) Hallar la distancia del punto E al plano π determinado por los puntos A, B, C y D. 
 

---------- 
a )  
 Los puntos A(-1, 3, 0), B(3, 1, -2), C(7, 2, 3), D(5, -2, 5) determinan los vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )2,4,20,3,12,1,3 −=−−−=−== ABABu . 
 

( ) ( ) ( )3,5,60,3,13,2,7 =−−=−== ACACv . 
 

( ) ( ) ( )5,1,40,3,15,2,5 =−−−=−== ADADw . 
 
 Demostrar que los puntos A, B, C y D son coplanarios es equivalente a demostrar 
que los vectores { }wvu ,,  son linealmente dependientes, es decir, que su rango sea 
menor que tres. 
 

 { } ⇒=−=−−++−=
−

⇒ 0138138120640481250

514

356

242

,, wvuRango  

 
{ } 2,, =⇒ wvuRango . 

 
Queda demostrado que los puntos A, B, C y D son coplanarios. 

 
b )  

 
Demostrar que el polígono ABCD es un paralelo-

gramo es equivalente a demostrar que son iguales los 
vectores DCAB= , BCAD= . 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
DCAB

DCDC

ABAB

=⇒








−=−−=−=

−=−−−=−=

2,4,25,2,53,2,7

2,4,20,3,12,1,3

. 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
BCAD

BCBC

ADAD

=⇒








=−−=−=

=−−−=−=

5,1,42,1,33,2,7

5,1,40,3,15,2,5

. 
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 El área de un paralelogramo es igual al módulo del producto vectorial de los vec-
tores que lo determinan: 
 

 =−−=−+−+−=−=∧= kjijikkji

kji

BCABS 141822102162820

514

242  

 

( ) ( ) Sukji ==++=−+−+=−−= 2222 25124981121·27911·27911·2 . 

 
c )  

 La expresión general del plano π es la siguiente:( ) 0

356

242

31

,; =−
+−

≡
zyx

vuAπ ; 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ;;014318122;;0361102410312112 =−+−−=+−−+−++−− zyxyxzzyx  

 
( ) ( ) 0387911072791111;;0739111 =−−−≡⇒=−−−−=−+−− zyxzyxzyx π . 

 
 Sabiendo que la distancia del punto ( )0000 ,, zyxP  al plano genérico de ecuación 

0=+++≡ DCzByAxπ  es ( )
222

000
0 ,

CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π ; aplicándola al punto 

( )2,0,1E  y al plano 0387911 =−−−≡ zyxπ , es: 
 

( )
( ) ( )

( )ππ ,
251

25141

251

41

251

381411

7911

382·70·91·11
,

222
EdunidadesEd ===

−−
=

−+−+

−−−
=  
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3º) Calcular los siguientes límites:  a ) 










→ +
xex

x

lím 1

·
0

. b ) 
x

xtagxtag

x

lím −−+
→

11

0
. 

 
---------- 

a )  

⇒⇒
∞
∞=

∞
==

→
⇒⇒∞===










→

∞

+
∞

+ .det

0

110
.det·0·0·0·

0

0

11

0

11

erIn
ee

x

e

x

lím
Ineeex

x

lím x
x  

 

∞+===
→

=
−

−

→
⇒⇒ ∞++

++ eee
x

lím

x

e
x

x

lím
HopitalL x

x

0

11

2

1

2

01

·
1

0
' . 

 
b ) 

⇒⇒=−−+=
−−+

=
−−+

→
.det

0

0

0

0101

0

010111

0
rIn

tagtag

x

xtagxtag

x

lím
 

 

=


















−
+

+→
=

−

−

−
+

→
⇒⇒

xtag

x

xtag

x

x

límxtag

x

xtag

x

x

lím
HopitalL

12

cos

1

12

cos

1

01

12

cos

1

12

cos

1

0
'

22

22

 

 

1
1

1

1

1
·

1

1
·

2

1

1

1

1

1
0

·
cos

1
0

·
2

1
2

=






 +=














−
+

+→→
=

xtagxtagx

lím

xx

lím
. 
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4º) Dada la función ( ) xsenxf −=
2

1 , calcular el área del recinto acotado comprendido 

entre la gráfica de f, el eje OX y las rectas x = 0 y x = 
2

π . 

 
---------- 

 

 Los puntos de corte con el eje OX de la función ( )xf  en el intervalo 






2
,0

π  son 

los siguientes: 
 

 ( ) 







⇒==⇒==−⇒=

6
,0

6
º30

2

1
;;0

2

1
0

ππ
Axxsenxsenxf . 

 

 Por ser ( ) xsenxf −=
2

1  continua en su dominio, que es R, los signos de la función 

en el intervalo 








6
,0

π  son positivos y los correspondientes al intervalo 








2
,

6

ππ  son ne-

gativos. 
 
 De lo expuesto anteriormente se deduce que el área pedida es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ] =+=+=−= ∫∫∫∫ 6

2

6
0

6

2

6

0

2

6

6

0

····
π

π

π
π

π

ππ

π

π

xFxFdxxfdxxfdxxfdxxfS  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) SFFFFFFF =−−=−+−= 26266 020 πππππ .     (*) 

 

 Siendo ( ) ( )xFx
x

dxxsenxF =+=






 −= ∫ cos
2

·
2

1 , sustituyendo en (*), resulta: 

 

( ) ( ) ( ) =


















+−






 +−


















+=−−=
2

cos
2
20cos

2

0

6
cos

2
6202 26

π
π

π
π

ππ FFFS  

 

Su =






 −−=−−+=−−−−








+= 2

12
13

4
13

6
0

4
10

2

3

12
2

πππππ . 
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