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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
El alumno contestará a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que se le 
ofrecen. Nunca deberá contestar a unos ejercicios de una opción y a otros ejercicios de 
la otra opción. En cualquier caso, la calificación se hará sobre lo respondido a una de las 
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras gráficas. Todas las respuestas debe-
rán estar debidamente justificadas. 
 
 

OPCIÓN A 
 
 

1º) Dadas las matrices 
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
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
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
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X , se pide: 

 
a ) Hallar el rango de A en función de los valores de k. 
 
b ) Para k = 2, hallar, si existe la solución del sistema A · X = B. 
 
c ) Para k = 1, hallar, si existe la solución del sistema A · X = C. 
 

---------- 
a )  
 

( ) ( )=−=−+++−−=
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( ) 1;;1;;001·4 321

2 =−==⇒=−= kkkkk . 

 

 Para 20
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−
−=⇒= ARangoAk . 
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 Para { } 22
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111
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1 132 =⇒=⇒

−−
−−
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 Para { } 2
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b )  

Para k = 2 es 





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A  y la ecuación resulta: 
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equivalente al sistema: 








=+−
=+−

=++

6224

82

12422

zyx

zyx

zyx

; simplificando: 








=+−
=+−
=++
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62

zyx

zyx

zyx

. 

 
Teniendo en cuenta que para k = 2 es Rango A = 3, podemos resolver el sistema 

mediante la regla de Cramer: 
 

xx =−=−=
−+++−−
−+++−−=

−
−

−
−

= 1
6

6

124421

81266166

112

211

211

113

218

216

. 

 

yy =−=−=−−−++== 1
6

6

6

66322468

6

132

281

261

. 

 

zz ===−+++−−=
−
−

= 4
6

24

6

38121663

6

312

811

611
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c )  

Para k = 1 es 





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equivalente al sistema: 
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
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. 

 
El rango de la matriz de coeficientes es 2 (se vio en el apartado a); la matriz am-

pliada es 
















−
−=

3

3

4

222

111

211

'A , cuyo rango es el siguiente: 

 

{ } 3'06368683

322

311

411

,,' 421 =⇒≠=−+++−−=
−
−⇒⇒ ARangoCCCARango . 

 
Por ser Rango A ≠ Rango A’, el sistema es incompatible. 

 
Para k = 1 el sistema A · X = C es incompatible. 

 
********** 
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2º) Dados los puntos ( )1,3,11 −P , ( )0,2,2 aP , ( )4,5,13P  y ( )2,0,24P , se pide: 
 
a ) Hallar el valor de α para que los cuatro puntos estén en el mismo plano. 
 
b ) Hallar los valores de α para que el tetraedro con vértices 1P , 2P , 3P  y 4P  tenga de vo-
lumen 7. 
 
c ) Hallar la ecuación de plano cuyos puntos equidistan de los puntos 1P  y 3P . 
 

---------- 
a )  
 Existen diversas formas de resolver este apartado; una de ellas es la siguiente: 
 
 Los puntos 1P , 2P , 3P  y 4P  determinan los siguientes vectores: 
 
 ( ) ( ) ( )1,1,11,3,10,2,21 −−=−−== aaPPu . 
 
 ( ) ( ) ( )5,2,01,3,14,5,131 =−−== PPv . 
 
 ( ) ( ) ( )3,3,11,3,12,0,241 −=−−== PPw . 
 
 Para que los puntos 1P , 2P , 3P  y 4P  sean coplanarios es necesario que los vectores 

{ }wvu ,,  sean linealmente dependientes, o sea, que su rango sea dos, para lo cual el 
determinante que determinan tiene que ser cero: 
 

 { } ( ) ( ) ( ) ;;07121;;01152516;;0

331

520

111

,, =−−=−+−−−=
−

−−
⇒ aaa

a

wvuRango  

 

( )
3

4
43;;0133;;0113 =⇒==−−=−− aaaa . 

 
 
b )  

El tetraedro con vértices 1P , 2P , 3P  y 4P  tiene por volumen un sexto del valor ab-
soluto del producto mixto de los tres vectores que lo determinan: 

 

{ } ;;643;;643;;7
6

43·7
;;7

331

520

111

·
6

1
,,·

6

1
14321

=−=−=
−

=
−

−−
== aa

a
a

wvuV PPPP  

 

3

2
;;23;;643;;

3

10
;;103 22211 −=−==+−== aaaaa . 
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c )  

Los puntos 1P  y 3P  determinan el vector ( )5,2,031 == PPv . 
 
El punto medio de los puntos 1P  y 3P  es ( )2

3,4,1M . 
 
El plano π pedido es el que tiene como vector normal a ( )5,2,0=v  y contiene al 

punto M. El haz de planos paralelos a π tiene por expresión 052 =++≡ Dzyγ  y el que 
contiene al punto M es el que satisface su ecuación: 

 

2

31
;;0

2

15
8;;0

2

3
·54·21·0 −==++=+++ DDD . 

 

 0311040
2

31
52 =−+≡⇒=−+≡ zyzy ππ . 

 
********** 
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3º) Hallar α, b y c de modo que la función ( ) cbxaxxxf +++= 23  alcance en x = 1 un má-
ximo relativo de valor 2, y que tenga en x = 3 un punto de inflexión. 
 

---------- 
 
 Por tener un máximo relativo en P(1, 2) tiene que ser ( ) 21 =f : 
 
 ( ) 1;;2121 =++=+++⇒= cbacbaf .     (1) 
 
 Por tener un máximo relativo para x = 1, la derivada de la función tiene que anu-
larse para este valor: 
 
 ( ) ( ) 32;;02301'23' 2 −=+=++⇒=⇒++= babafbaxxxf .     (2) 
 
 Si la función tiene un punto de inflexión para x = 3 tiene que ser ( ) 03'' =f : 
 
 ( ) ( ) 909;;0218;;023·603''26'' −=⇒=+=+=+⇒=⇒+= aaaafaxxf . 

 
 Sustituyendo en (2):  ( ) 15318;;39·2 =⇒−=+−−=+− bbb . 

 
 Sustituyendo los valores encontrados en (1):  51159 −=⇒=++− cc . 

 
 La función resulta ser ( ) 5159 23 −+−= xxxxf . 

 
********** 
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4º) Calcular razonadamente las siguientes integrales definidas: 
 

a )  ∫
π

0

2 ·cos· dxxe x .    b )  ∫ +

2

0
2

·
2cos1

2
π

dx
x

xsen . 

  
---------- 

a )  

 ∫
π

0

2 ·cos· dxxe x . 

 
 La resolución de la integral indefinida ∫= dxxeI x ·cos·2  es la siguiente: 

  

 =−=⇒








=→=
=→=

⇒= ∫∫ dxexsenxseneI
xsenvdxxdv

dxedueu
dxxeI xx

xx
x ··2··

·cos

··2
·cos· 22

22
2  

 
IIxsenedxxsenexsene xxx =−=−= ∫ 1

222 2····2· .     (1) 

 
 

=+−=⇒








−=→=
=→=

⇒= ∫∫ dxexxeI
xvdxxsendv

dxedueu
dxxseneI xx

xx
x 22

1

22
2

1 ·2·coscos·
cos·

··2
··

 
 

1
222 2cos··cos··2cos· IIxedxxexe xxx =+−=+−= ∫ . 

 
 Sustituyendo en (1) el valor de I1: 
 
 ( ) ;;4cos·2·2cos··2· 2222 IxexseneIxexseneI xxxx −+=+−−=  
 

( ) ( ) KxxseneIKxxseneKxexseneI xxxx ++=⇒++=++= cos2
5

1
cos2cos·2·5 2222 . 

 
 Teniendo en cuenta lo anterior, la integral definida pedida es la siguiente: 
 
 

( ) ( ) ( ) =+−+=




 +=∫ 0cos20
5

1
cos2

5

1
cos2

5

1
·cos· 02

0

2

0

2 senesenexxsenedxxe xx πππ
ππ

 

 

( ) ( ) ( )1
5

2

5

2

5

2
1·20·1·

5

1
20

5

1 222 +−=−−=+−−= πππ eee . 

 

( )1
5

2
·cos· 2

0

2 +−=∫
π

α

edxxex  
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b ) 

=
+

−⇒
















=→=
−=→=

−=
=−

=
⇒

+ ∫∫
−1

1
2

2

2
1

2

0
2

·
1

1

2

1

10

1

·

·22

2cos

·
2cos1

2
dt

ttx

tx

dtdxxsen

dtdxxsen

tx

dx
x

xsen π
π

 

 

[ ] ( )[ ]
44

2
·

2

1

44

3

2

1
11

2

1

2

1 1
1

ππππ −=−=




 −−=−−−=−= − tagarctagarcttagarc . 

 

4
·

2cos1

22

0
2

π
π

−=
+∫

dx
x

xsen  
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OPCIÓN B 

 
 

1º) Dadas las funciones ( ) ( )
3

13
2 −

++=
x

xLx
xf , ( ) ( )xxLxg =  y ( ) ( )xsenxh −= π , se pide: 

 

a ) Hallar el dominio de f(x) y el ( )xf
x

lím

+∞→
. 

 
b ) Calcular ( )eg' . 
 
c ) Calcular, en el intervalo ( )π2,0 , las coordenadas de los puntos de corte con el eje de 
abscisas y las coordenadas de los extremos relativos de h(x). 
 

---------- 
 
a )  
 Los dominios del numerador y denominador son, respectivamente, ( )∞+− ,1  y 
( ) ( )∞+∪−∞− ,33, , por lo cual: ( ) ( )∞+⇒ ,3fD  . 

 

( ) ( ) { } =

−

+
+

+∞→
⇒⇒⇒

∞
∞=

−
++

+∞→
=

+∞→
32

2
1

1
3

'.det
3

13

2

2

x

x
x

x

lím
HopitalLIn

x

xLx

x

lím
xf

x

lím
 

 

( )
( )

( )

( ) =
+

−







 +

+∞→
=+

−+

+∞→
=

+
−+

+∞→
=

−

+
++

+∞→
=

x

x

x

x
x

lím

xx

xx
xx

xx

x

lím

xx

xx

x

lím

x

x
x

x

x

lím

1
1

34
3

·

1
·

343

1

343

3

1

133
2

22

2

2

 

 

( )
3

1

1·3

01

01·03
1

1

3
1

4
3

2

==
+

++=
+

−






 +

+∞→
=

x

xx
x

lím
. 

 
b )  
 ( ) ( )xxLxg = . Tomando logaritmo neperiano en los dos términos: ( ) ( )xLLxxgL ·= . 
 

 Derivando ahora: ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 








+=+=+=

xL
xLLxLxg

xL
xLL

xL
xxxLL

xg

xg x 1
·';;

1
1

··1
' . 

 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )egL
eL

eLLeLeg ee '110·1
1

1
1·1

1
·' ==+=







 +=







+=  
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c )  
 Teniendo en cuenta que la función ( ) ( )xsenxh −= π  es igual que ( ) xsenxh = , el úni-
co punto de corte con el eje de abscisas en el intervalo ( )π2,0  es ( )0,πP . 

 
 Los extremos relativos en el intervalo ( )π2,0  son los puntos que anulan la deriva-
da de la función: 
 

 ( ) ( ) xxxh coscos' =−−= π . 
2

3

2
0)(' 21

ππ ==⇒= xyxxh . 

 

 ( ) ( ) 1
22

3
;;1

22 2
3

2 −=






−=






 −===






 −= ππππππ ππ sensenhsensenh . 

 

 Los máximos y mínimos relativos son:  






 −






 1,
2

3
1,

2

ππ
NyM . 

 
********** 
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2º) Dadas las rectas 
25

1

3

2
1

zyx
r =

−
−=−≡  y 









=
+=
−−=

≡
5

3

1

2

z

y

x

r λ
λ

, se pide: 

a ) Estudiar su posición relativa. 
 
b ) Hallar la mínima distancia de r1 a r2. 

---------- 
a )  
 Vamos a estudiar la posición relativa de las rectas por sus vectores directores. 
 
 Los vectores directores respectivos son ( )2,5,31 −=v  y ( )0,1,12 −=v , que son 
linealmente dependientes, por lo tanto, las rectas r1 y r2 se cortan o se cruzan. Para dife-
renciar el caso determinamos el vector w  de origen el punto A(2, 1, 0) de r1 y de ex-

tremo el punto B(-1, 3, 5) de r2: ( ) ( ) ( )5,2,30,1,25,3,1 −=−−=−== ABABw . 
 
 Según que el rango de los vectores { }wvv ,, 21  sea dos o tres, las rectas r1 y r2 se 
cortan o se cruzan, respectivamente. 
 

 { } ⇒≠−=−=−+−=
−
−

−
⇒ 082921256415

523

011

253

,, 21 wvvRango  

 
{ } 3,, 21 =⇒ wvvRango . 

 
Las rectas r1 y r2 se cruzan. 

 
b ) 
 

Del apartado anterior conocemos un punto y un vector de cada una de las rectas: 
 

De la recta r1: A(2, 1, 0) y ( )2,5,31 −=v . 
 
De la recta r2: B(-1, 3, 5) y ( )0,1,12 −=v . 
 

 También conocemos el vector ( )5,2,3−== ABw . 
  

Para una mejor comprensión, hacemos un esquema de la situación. 
 
  
 
 
 
 
 

A 

B 

d h 

r 1 

1v

r 2 

2v

w
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 El volumen del paralelepípedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra 
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del área de la base por 
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas rectas. 
 
 Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma: 
 

( ) ( )
21

21

212121

·
···

vv

wvv
ddvvhvvwvvV

∧

∧
=⇒∧=∧=∧= . 

( )
( )

=
−−−

=
−−+−

=

−
−

−
=

∧

∧
=

kjiikkjkjivv

wvv
rrd

222

8

2532

8

011

253

8·
,

21

21

21  

 

( )21222
,

3

34

3

4

111

4

111·2

8
rrdunidades===

++
=

++
= . 

 
********** 
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3º) Dadas las matrices 
















−−=
11

012

210

a

A  y 
















−
−

+−
−−−

−
=

3

8

2

323

732

114

aa

B , se pide: 

 
a ) Estudiar el rango de la matriz B en función de α. 
 
b ) Para α = 0, calcular la matriz X que verifica que A · X = B. 
 

---------- 

a )  ⇒
















−
−

+−
−−−

−
=

3

8

2

323

732

114

aa

BRango  

 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) =+−−+++−−+−=
+−

−−−
−

⇒⇒ aaaa

aa

CCC 3222892122312

323

732

114

,, 321  

 
( ) ( ) 104040302652144230226314 =⇒=+−=+−+−−=+−++−= aaaaaa . 

 

{ } ( ) ( ) ( ) =−+−=−−+−+−+−=
−

−−−
−−

⇒⇒ aaa

a

CCC 23636623218242436

323

832

214

,, 421  

 
103636367236 =⇒=−=−+−= aaa . 

 

{ } ( ) ( ) ( ) =−+=+++−−++−=
+

−−−
−

⇒⇒ 144336633242243484

333

872

214

,, 431 aaa

a

CCC  

 
10363614436108 =⇒=+−=−+= aaa . 

 

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) =++−−−−−++=
+−

−−−
−−

⇒⇒ 938214283621

332

873

211

,, 432 aaaa

aa

CCC  

 
( ) ( ) 102020224426302223230 =⇒=+−=+−−−=−−+−= aaaaaa . 

 
Para α = 1 el rango de B es dos y para α ≠ 1 el rango de B es tres. 

 
b )  

Para α = 0 es 
















−−=
101

012

210

A ; 
















−
−

−−−
−

=
3

8

2

323

732

114

B . 
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 A · X = B; multiplicando por la izquierda los dos términos por A-1: 
 
 BAXBAXIBAXAA ···;;··· 1111 −−−− =⇒== . 

 

 Para hallar la matriz inversa de 
















−−=
101

012

210

A  procedemos por el método de 

Gauss-Jordan. 
 

 ( ) { } ⇒









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
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
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

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


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010
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







⇒+→⇒
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


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
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
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
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








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


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⇒


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4
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4
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2
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2
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2
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4
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4
1
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2
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4
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4
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2
1

2
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2
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4
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4
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
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
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




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






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0
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3
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1
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3

2
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2
3

2
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4º) Calcular el valor del determinante 

1111

111

111

111

z

y

x

. 

 
---------- 

 

 Restando a cada fila la última:  ( )( )( )111

1111

0100

0010

0001

−−−=
−

−
−

zyx
z

y

x

. 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s




