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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

El alumno contestara a los cuatro ejercicios de una de las dos opciones (A o B) que
ofrecen. Nunca debera contestar a unos ejercicios de una opcion y a otros ejercicic
la otra opcidn. En cualquier caso, la calificacion se hara sobre lo respondido a una d
dos opciones. No se permite el uso de calculadoras graficas. Todas las respuestas
ran estar debidamente justificadas.

OPCION A
_a N Xx=1+A
1°) Dados el punto P(-1, 0, 2) y las reotas{x_z:_l y s={y=1 , se pide:
" z=3

a ) Determinar la posicion relativa de ry s.
b ) Determinar la ecuacion de la recta t que pasa por Py cortaarys.

c ) Determinar la ecuacion de la recta p perpendicular cominary s.

a)
El estudio se va a hacer mediante el sistema de cuatro ecuaciones con tres ir
nitas que determinan las dos rectas expresadas por ecuaciones implicitas.

x=1+A
La rectas=.y=1  expresada en forma de dos ecuaciones implicitas es de
z=3

. - x-y=1
forma siguiente:s= x-1= y:ZTB = sz{ ; :
Z=

x—z=1

. -z=-1 . .
El sistema que forman las rectas r y Es L cuyo estudio mediante el teo-
X=-y=
z=3
rema de Rouché-Frobenius se hace a continuacion.
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Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 0 -1 1 0 -11

0 1 -1 0O 1 -1-1
M= ;o M=

1 -10 1 -1 0 1

0 0 1 0O 0 1 3

En funcion de los rangos de las matrices M y M’, la posicién relativa de las d
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.
Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3» (Puntos comunes)} Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes} Las rectas se cruzan.

1 0 -11
1 -1 -1
0 1 -1-1
RangoM' = {F, - F,-F} = |M'|= =|-1 1 0[=3+1-3=1=
0-11 0
0 1 3
0 0 1 3
= RangoM'=4
Vamos a determinar ahora el rango de M:
10 -1
{F,-F,=F}={F,F,F}=|0 1 -1=120 = RangoM =3
00 1

RangoM '=4 ;; RangoM =3 = Lagectasr y ssecruzan

b)
El planor; que contiene a la rectar y al punto P(-1, 0, 2) es el siguiente:

Un punto de la recta r es M(Z, -1, 0). Los puntos M y P determinan el siguiel
vector: m=MP=( 1- 1 0-(- 1,0, 3=(2 -1 -2).

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea perpendicular la los dos
tores normales de los planos que la determinan, que,sef1, 0, -1) y u, =(0, 1, -1).

i j ok
v =uOu, =[1 0 -1=k+i+j=i+j+k=(111)=v, .
01 -1



La expresion general del planpes la siguiente:

xt1 y z-2
ﬂl(P, v,mzl 1 1 1 |=0;- 8% )+ 2y-(z 3-qz-2+(x+1)+2y=
2 -1 -2

=—( % )+ 4y $7 J=-x- 1 dy-X+6=0 = 73, = x- dy+ Z-5=0.

El planor; que contiene a la recta s y al punto P(-1, O, 2) es el siguiente:

Un punto y un vector de la recta r son N(1, 0, 3) ¥(1, 1, 0).

Los puntos N y P determinan el vector=NP=( 1,0, 3-(- 1,0, 3=(2 0, 1).

La expresion general del planges la siguiente:
+
772(P, v, ﬁ)s 1
2

= I, = Xx-y-22+5=0.

X—4y+3Z-5=0

La recta t pedida es la interseccion de los plangsi,: tE{ :
X—y—22+5=0

c)
Para determinar la recta p, perpendicular comudn a las rectas dadas, nos guic
por el siguiente grafico.

< M

Ya conocemos un punto y un vector director de cada una de las rectas ry s,
son, respectivamente}(1- 1,9, v, =(111) y N(10,3) y v, =(1 1, 0).

Un vector w , perpendicular a, y v, es cualquiera que sea linealmente depen



diente de su producto vectorial:

] k

1 1|=j+k-k-i=-i+]j= w=(1-10).
10

Ahora determinamos los planes y a,, de la forma siguiente:

x-1 y+1 z

al(M;VJ, W)E 1 1 1 =0;;(y+1)— z—z+(x— 1):0;; y+1-2z2+x-1=0 =
1 -1 0
= a, = x+ty-2z=0.
x-1 vy z-3
az(N; V; W)E 1 1 0 |= O;;—(z— 3—(2—3=0;;—2(2—3):O:>azzz—3:o.
1 -1 0

La recta pedida p, es la que determinan los plapgsa, en su interseccion, que
X+ y-2z2=0

es la siguientep =
J P {2—320
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ax+ 7y+5z=0
2°) Dado el sistema de ecuaciones lineales+ ay+z=3 , se pide:
y+z=-2
a ) Discutirlo segun los valores de

b ) Resolverlo en el caso de= 4.

c ) Resolverlo en el caso de= 2.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son:

0

y M'= 3

<

]
o+ R
~ Q
=)
o+ R
~ Q
=L

-2

El rango de la matriz de coeficientes en funcion de el siguiente:

=a’+5-a-7=a*’-a-2=0;; a= L '21+8 :1123

M= =a,=-1;,a,=2.

o R
sl

v
a
1

az-1
Para { 022 } = RangoM= RangoM'= 3= rP incog. = Compatibledeterminado

-1 7 50 -15 0
Paraa=-1= M'=| 1 -11 3 |={C,C,C}=|1 1 3|=2+3+10=
0 1 1-2 0 1 -2

=15#0 = RangoM'=3.

Para a=-1= RangoM =2 ;; RangoM '=3= Incompatilte

2 750 25 0
Paraa=2esM'=[1 2 1 3 |={C,C,C}=|1 1 3|=-46+10=0=
011-2 01 -2

= RangoM'=2

Paraa=2= RangoM= RangoM'= 2< rf incdég = Compatible indeterminado




b)

4x+ 7y+52=0
Parao = 4 el sistema x+4y+z=3 , que es compatible determinado.
y+z=-2
Resolviendo por Cramer:

0 75 4 0 5
3 41 1 3 1
-2 1 1| _1514+40-21_20_ . y= 0 -2 1 :12—10+8=5)=1=y_
4> -4-2 16-6 10 — 10 10 10 —=
47 0
14 3
01 -2 _—3212+14_-30_ _,__
10 10 10
2x+ 7y+52=0
Parao = 2 el sistema x+2y+z=3 , que es compatible indeterminado.
ytz=-2

Despreciando, por ejemplo, la primera ecuacion y parametrizanglo z =
}:>x+ 2{(- 22)=31 ;;x-4-24=3-1 ;; x=T+A.

X=7+1
Solucion < y=-2-A;, OAOR
z=
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3°) Dada la funcionf(x) =

a ) Hallar las asintotas de su grafica.

b ) Hallar la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto de abscisa x =

a)

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcién cuando x tiende a va
infinito; son de la forma y = k.

lim lim  x® , . .
y=k= f(x)= > =« = No tiene asintotas horizontales.

Verticales: son los valores de x que anulan el denominador.
(x-3°=0;;x-3=0=x=3.
Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

lim f x) lim 3 lim X3 [im ¥

m: —_ 7 = - = = S =m.
X o 00 X x_>oox(x—3)2 x_>oon2—6x+9j X - 00 X —6X° +9x

o lim [ 1(3-ms]= lim ( X Xj_ lim ¢ - +6x*-9x _

X — 00 X - | x*—6x+9 X0  X—6x+9

=Nn.

Larectay = x + 6 es la asintota oblicua de la funcién.

b)
La derivada de una funcidn en un punto es el valor de la pendiente de su r
tangente en ese punto.

f'(x)= ¥ (x= F-x -2{x-3 1_ ¥ (x-3)-2x° _3¢-9x*-2x° _ X’ -9x°
(x-3)° (x-3)° (x-3)° (x-3f °

— Q.92 —
m:f'(z):? 92" _8-36_,0_

(2-3)° -1 =

El punto de tangencia es el siguiente:



Sabiendo que la ecuacion de una recta conocida la tangente viene dada pt
formula y- y = m{x-x,), la tangente pedida es:

y— 8 28x— )= 28 56> Reta tangente:t= 2&-y-48=0
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4°) Calcular las siguientes integrales:

x-3 £3-x2+x*
a)
X—3 _ X _a. 1 A ”
jx2+9 o|x-j)<2+9 dx 3sz+9 dx=A-3B. (*)
CHOEUL 1
A= dx = {2xdx=dty = - [T d=2 Lt=2 L[ +9)=A.
X +9 20t 7 272
xdx=4dt
1 1 1, 1 2=t 1.1
o B N | SIS ERAE O 3
X 9(X+1J (X +1 dx=3dt t

:E-J' 21 . dl=1- arctag t+ C:}arctag§+C:B.
3 Jt°+1 3 3 3

Sustituyendo en (*) los valores obtenidos de Ay B, resulta:

jx)i_-i) : dx=% L(x2 +9)— arctag§+C

272 2 2
= —i_LX+X_ =| - 3 —|_2+2_ - - 3 _L1+1_ :—§—|_2+2+§+0—1:
2% : 2 2 8 2 2

=3 12432210,
8 8
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OPCION B

1°) Dada la funciénf(x)= o< x, se pide:

a ) Determinar los extremos absolutos de f(xﬁezﬁ ’_ﬂ
b ) Determinar los puntos de inflexion de f(x)[egﬁ g}
Cc) Calcularlj; f(x) - dx.
0
s
f(x)= 2-2.cos - serpe- 4senx-cos x= - 2sen(2x).
f{x)= 0= - 2sef2}=0;; sen(2x)=0= xD[ 2” 721:”(1:%7 % =05 X3=7_2T-

f (X)=- 2-cds®) -2=- 4os(2x).

2-(-1)=2>0 = Minimo para x:—g.

f {-2)=-2c0s-7)=-

f(-2)= 2(:052(—7—9:0 — Minimo: A(—%T j

f ("Je=- 2-cos0=-2-1=-2<0 = Méaximo para x=0.

f( p= 208 0= 2-1=2 = Méaximo: B(0, 2).

2'(—J)= 2>0 = Minimo para x=—

f (Z)=- 2-cosT=-

f(z)= 2(:052(7—;):0 — Minimo: C(%T Oj.

2

(Este resultado del punto C era esperable por ser la funcion simétrica con resp

al eje de ordenadas).

b)
Una funcién tiene un punto de inflexion para los valores que anulan la segur
derivada y hacen distinta de cero la tercera derivada.



f '{x)=- 4]- ser )] -2=8sen(2x).

f(xz)=8-sen(+Z)z0= P.I. mara Xl:_T,n y X2=§-

f(xz)= 2:05{1%}22{1—;5}2:1: P.1.= D[—g, 1) y E[g, 1).

us

2 2 2
j f(x) d-x:J' 2-cosx dx= 2-J'co§ X - dX.
0 0 0
Teniendo en cuenta qtjeo§ x-dx es:

ser x+co< x=1
[co$ x-dx=1cos x seri x= cos(2x) :IB%S(ZX)-dx:%J'dH%I cos(2x)-dx=
1+ cos(2x)

2

cos X =

2xX=t
= 1 :>J.co§ x-dx:§+E -jcost-dt:—x+ Sent+C:—X+ sen(2x)+C’ el valor pedido
dXZEdt 2 2 2 2
es el siguiente:
2 2 X, sen2x 2 > (m
[ () dx= 2] co§x-dx:{2-(§+ 5 H =[ % sen2x]? =(E+sennj—(0+sen0):
0 0 0

=24 0-0-0=
2

I~
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11 0 01 1
2°) Dadas las matrices=| 1 1 2|, B=|1 0 -1}, se pide:
0 -1 -1 210

a ) Hallar el valor dé& para el cual la ecuacion matricial X - A = B tiene solucién Unica.

b ) Calcular la matriz X para= 4.

c ) Calcular el determinado de la matriz-AB en funcién dé.

a)
Porser X- & B;; X-A A=B-A";; X-1=B- A" = X=B-A", para que exis-
ta soluci6n Unica tiene que existirApor lo cual tiene que seA|#0:

11 0
|Al=|1 1 2|=-1+2+A=1+A=0= A=-1.
0 -1 -1

Lasoluciénesunica Ox0R-{-1}

b)
1 4 0
Paralh =4 esA=|1 1 2 |. Su inversa la hallamos por el método de Gauss
0 -1 -1
Jordan:
1 4 0l100 1 4 01 00
(A/1)=|1 1 2|0 1 0|={F,-F,-F}=|0 -3 2|-11 0|>
0 -1 -1/0 0 1 0 -1 -1/ 0 01
14 0100 o 10 8|-2 4 0
=>{F, - -1F}=|0 1 -2[1 -1 o:{Fl”FlJer}: 01 -2/% -1 0|=
0-1-1/0 0 1 T 00 -5 ¢ -1
10 3(-3 3 O F, . F-SF, 10035 5 3
={F, - -2F}=|0 1 -2| 1 -1 O o P S 1 I e 1
00 1|-5 5§ -3 o 00 1|-5 § -3
ot og) (L 48
A=+ -1 -2 =g 1 -1 -2
3
5




01 1 1 4 8 00 -5
X=B-A'=|1 0 -1|-2.| 1 -1 -2|=%.|2 3 11
21 0)°|-11 -3 |37 14
c)
1 4 0Y(1 A 0)Y(0 1 1) (144 21 24
A2.B=l1 1 2|/1 1 2|10 -1]=] 2 A-1 0
0-1-1)10-1-1)(21 o0 -1 0 -1) |2
6l 1+31 1-A
=l1-1 2 3-)
—2 -2 -1
61 1+31 1-1| [81-2 51-1 1-/
| -B|=[A-1 2 3-A|=|3-7 24-4 3—/1:—‘2_3 ;A_i
-2 -2 -1 0 0o -1 ) -

=—( 8- 3p- A+ 8 18+ 3+ 33- P=-(F+ A+1)=-(A+1=| A -B|.
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3°) a ) Hallar los puntos de corte de la recta de direcciéfe, 1, 1) y que pasa por el
punto P(4, 6, 2), con la superficie esférica de centro C(1, 2, -1) yvaslio

b ) Hallar la distancia del punto Q(-2, 1,0) a la rec:—té(;—lz y+2:%3.

a)
La recta de direccién =(2, 1, 1) y que pasa por el punto P(4, 6, 2) tiene por ex-
X=4+2A
presion paramétrica:={y=6+4 .

z=2+A1
La esfera ce centro C(1, 2, -1) y radip6 tiene por expresion implicita:

(X_ )j'+(y_ ﬁ+(2+ ﬁ:(\/_zéz D X— 2% B );— 4y+ 4+ 72+ 2+1=26 ::

X+ Y+ Z - 2= 4y+ 2-20=0.

Los puntos de corte de la recta y la esfera son las soluciones del sistema que f
man:

X=4+2A
y=6+A1
z=2+A4
X+ Y+ Z— 2= 4y+ 2-20=0

= (4 2°+(6A°+( 24P - €4 2)- 46+r1)+ 42+1)-20=0;;

6 26 M+ 36 12+ 1%+ 4 A+A°— & A- 24 4+ 4+ 20-20=0::

N
=
I
|

Wl

-13+v169-48 _ -13tv121 _ —1.’:3111:>
6

A+ 28+ 8 0 A*+131+4=0:: A= 5 5

AN
N
I
|
N

A=-4=]y=6-4=2 = Q,(-4 2 -2).



b)
La distancia de un punto Q a una recta r viene dada por la siguiente form

AQD|

d@Q, r)= , siendo A un punto de la recta vy un vector director de la rectar.

v
Un punto de la recta r es A(1, -2, 3) y un vector director devr=¢2, 1, 2).

AQ=Q-A=(- 2,1, 0-(1- 2 3=(-3 3 -3).

i ]k
-3 3 -3
40, r)= ‘AQD ‘ 2 1 2| _|6-6-X-&+3+6j| _|9i-9k| _[9i-9K|_
N Tz Jar1+a B 3

:m:mzm:&/ﬁ unidades=d(Q, r).
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4°) Dados el punto P(1, 0, -1), el plane 2x- y+z+1=0 y la rectar s{;xz_x:’?:_lzo se

pide:

a ) Determinar la ecuacion del plapgue pasa por P, es paralelo a la recta r y perper
dicular al planar.

b ) Hallar el angulo entre ray

a)
Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que so

siguientes:y, =(-2,1,0) y u, =(3 0, -1).
i j k
V,=u Ou,=|-2 1 0|=-i-%-2j=-i-2j-3k=> v, =(1 2 3).
3 0 -1

Un vector normal del planeesn =(2, -1, 1).

El plano pedid@ es el que determinan el punto P y los vectarey n :

x-1 vy z+1
ARV.T)E 1 2 3|= 05k )+ by(2+)- 4z Prdx-D)-y=0;;
2 -1 1

(- )& % (8+ )k 0;;% % ¥y- - 5 0;; 5+ S5y- %-10=0.

B=x+y-z-2=0

b)
Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un esquema de la situacion




El anguloa que forman el plang y la recta r es el complementario del angulo
que forman el vectorv, , director de r, y el vecton , normal al planar.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de
ducto escalar:

vV -n= . Teniendo en cuenta que los angulos

r‘ cosy = cosy-

y B son complementarios, es:

—_ —

seng =V N (123(2-11) _ 2-2+3 _ 3 _
‘ ‘ Ji+ 243 [Z+(-1P+2 V¥ 4 9/4+141 V146
3 _ 3

*kkkkkkkkk





