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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 hora y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberd escoger una
dos opciones propuestas y responder razonablemente a las cuestiones de la opcio
gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siel
gue no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo sirilodkso.
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

1°) Dada la funcion(x) =XL+1+ Xi‘4

, Se pide:
a ) Determinar el dominio de fy sus asintotas.

b ) Calcular f'(x) y determinar los extremos de f(x).

1
c) Calcular| f(x)- dx.
0

a)

(x)= 1, X _ XA+ X XA 2x+4 X+ 2x+4
x+1 x+4 (x+2)(x+4) (x+1(x+4) x*+5x+4°

El dominio de una funcién racional es el conjunto de los nimeros reales, exce
los valores reales de x que anulan el denominador.

D(f)= R-{-1, -4}.

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a valer infin
to; son de la forma y = k.

im x*+2x+4
=k= f(x)= - = =1=v.
Y X - 00 ) X - 0 +ox+4 —
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Verticales son los valores de x que anulan el denominader:ly x, = -4.
Oblicuas No tiene.

(Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario que el ¢
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

b)

f'(x)=( 2+ 3()8 + Bx+ 4)—()<2+ 2+ 4)(2X+5):
(x2 +5x+4)2

X+ 16+ & K+ 10¢ 8( 20+ 5¢+ 40+ 10+ &+20)_  A¢-12  _
(x+ 1) (x+4) (x+2)(x+4)

_d¢-4) _ Lr2)x-2) ().
(1 (xraf - (x+2F(x+4)

La condicidén necesaria para que una funcidén tenga un extremo relativo es qu
anule su primera derivada.

P=0= A - o g g =05 (e Ix-D=0 = x=-2 3 =2.

(x+ 2 (x+4)

Para diferenciar los maximos de los minimos relativos se recurre a la segunda
rivada; si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata d
mAaximo y, si es negativa de un minimo.

()= 6k + 5e- & - $x2 - 44 + 5x+ 4 2x+5) _ 6{x + 5+ 4- dx2 - 4)(2x+5) _

(x +5x+4) (x +5x+4)

_ B+ 308+ 24 28+ 5¢--20)_ &+ 36+ 24 13° - 30¢ + 4&+120 _

(x2 +5x+ 4)3 (x2 +5x+ 4)3

_ - 6¢+ TX+120_ - §x* - 12-20) _ ()
(x2 +5x+4)3 (x2 +5x+4)3 '

fr(-2)=— & 8 24—320) :@<0 = Maximo relativo para x = -2.
(4-10+4F ()

f(—2)= 1 + =2

=-1-1=-2 = Méaximo relativo: A- 2, -2).
—2+1 —2+4

f(2)=— &8~ 24-20) :@>o = Minimo relativo para x =.2
(4+10+4)  (+)




= Minimo relativo: B(Z CZJ

—~
N—
I
+
I
00|H
00|H
OOII\J

1 1 1 _ 1
jf(x).dxzj[i_'_ X j'dxzj( 1 +X+4 4j'dX:j( 1 X+4 4 j dx
0 o\X+1 x+4 \X+1l  x+4 x+1 X+4 Xx+4

1
—_ 1 _ _
![Xﬂ X+4j dX-['—|X+ i x— 4|x+ AF]O-L 2+ 4 5(L1+0-4L4)=

4 1
SL 2t AL 5HAL4=1+L 2 f =1+ 22029, |_512=j f(x) - dx.
5 625 625 3
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1 a a X 0
2°) Dada las matrices=| 1 a 1|, X=|y|y O=|0], se pide:
a-1 a 2 z 0
a ) Determinar el valor o valores dgara los cuales no existe la matriz inversa A

b ) Para. = -2, hallar la matriz inversa A

c ) Paran = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal A - X = O.

a)
Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero.

1 a a
|Al=| 1 a 1|=2 a &+ fal- & al)- a2a& d+d-a-a+a’-a=
a-1 a 2
+ /90— + +
- @+3¢-2a=-da’- B+ 3= 0= 3=0;; a° - B+2=0;; a=—= 29 8:3‘2*/1:351:
= %=1 x=2
Aes inversible DallR-{0, 1, 2}
b)
1 -2 -2
Parai=-2esA=| 1 -2 1 |.Parahallar A se usa el método de Gauss-Jordan.
-3 -2 2
1 -2 -2|10 1 -2 -2|1 00
F, - F,—-F
(Al1)=| 1 -2 1|0 |0 0 3|-110=
F, - F,+3F
-3 -2 2|00 0 -8 -4/ 3 01
1 -2-2|1 00 1 -2-2|1 00
>{FR--tF}=|0 0 3|-11 0|={FRFR}=>|0 1 {|-20 -i=
0 1 1 |-20 -1 0 0 3|[-110
10 -1/ 21 0 2
F, - F,+2F, F, -~ F,+F,
= =01 1 ]|-2 0 -{ =
Fs—’%Fs Fz—’Fz_%Fs
00 1|-11 0
100/ - 35 —% 13 T
=10 10/~ -t ~§|=>A"=-% - %
001l -4 1 o0 -1 1 0




x+y+z=0
Paraa = 1 el sistema lineal A - X = O resulta y+z=0}, que es equivalente al
y+2z=0
. X+ y+z=0 . . , .
sistema yro2=0 [’ gue es compatible (como todos los sistemas homogéneos) inc
terminado.

Haciendo z=4, y=-21, x=-y-z=-A+21=A=x.

X=A
Soluciéon: < y=-24¢, OAOR.
z=A
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39) Dados los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1), C(5, 4, -3) y D(0, 1, 4), se pide.
a ) Calcular el area del triangulo de vértices A, By C.

b ) Calcular el volumen del tetraedro ABCD.

a)
Los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1) y C(5, 4, -3) determinan los vectoreaB y
'v=AC, que son los siguientes:

u=AB=B-A=( 3~ 4- }-(20-29=(1-41).
v=AC=C-A=( 54~ 3-(20-2=(3 4 -1).

Sabiendo que el area del triangulo es la mitad del médulo del producto vecto
de los dos vectores que lo determinan:

ik
‘uDv‘ =1 -4 1 :%| 4+3j+4<+12k—4i+j|:%| 4j+16¢|=| 2j +8k| =
-1

=y 2+ 8=\ 4 64 2/t 16=2/17 ¥ =S.

b)

Siendow=AD=D-A=( 0,1 3-(2 0-9=(- 21, 6) y teniendo en cuenta que el
volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que d
minan sus dimensiones:

1 -4 1
vABCD:%HU -(VDW)”:%- 3 4 -1 :% | 24 3-8+ 8+1+72| == |1oo|
-2 1 6 3

503
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4°) Dados los planos, = 2x+z-1=0, 1, = x+z+2=0 Y 7, = x+ 3y+ 22-3=0, Se pide:

a ) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determinaglg por

b ) Calcular el seno del angulo que forman la recta del apartado anterior forma co
planors.

a)
., . . -~ 2x+z-1=0
La expresion de r por unas ecuaciones implicitas=es :
X+z+2=0
. . 2x+z=1 2x+z=1
Resolviendo el sistema: = x=3;,z=-2-x=-2-3=-5=12.
X+z=-2| —-Xx-z=2
X=3
La recta r expresada por unas ecuaciones paramétricas|gs: 1 .
z=-5
b)

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un esquema de la situacion

El &ngulo de8 que forman el planss y la recta r es el complementario del angu-
lo o que forman el vector, =(0, 1, 0), director de r, y el vecton =(1, 3 2), normal al
planors.

Sabiendo que el angulo que forman dos vectores se deduce del concepto de
ducto escalar:

—_—

— v.-on _ (0194132
n| -cosfB = cosfB=sena = —=
| ‘ g g ‘n‘ V G+ B+ G AP+22+3

_—

Von=Ev

Vr

0+3+0 _ 3 _ 8818= a=5918 3"

TV11+4+9 V14
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OPCION B

x=1-2t

1°) Dados el plan@ = 2x- y+ 2z+3=0 y la rectar = y=2-2t, se pide:

z=1+t

a ) Estudiar la posicion relativa de 1ty

b ) Calcular la distancia entre ry

c ) Obtener el punto P’ simétrico de P(3, 2, 1) respecto del plano

a)

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

x-1_ y-2_ z-1 "

r

{x—1=y—2 {x—y:—l
=

-2 -2 1 X—1=-22+2 x+22=3"
Xx—y=-1
La rectary el plana determinan el sistemax+2z=3
2X—y+2z=-3

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 -10 1 -10 -1
M=|1 0 2|yM=[1 0 2 3
2 -1 2 2 -1 2 -3

En general, segun los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes cas
Rango M = Rango M’ = 3— Secantes. (un punto en comun)

Rango M =2 ;; Rango M’ = 3— Paralelos. (ningun punto en comun)

Rango M = Rango M’ = 2— Recta contenida en plano. fantos en comuan)

Los rangos de My M’ son los siguientes:

1 -10
RangoM = |[M|=1 0 2|=-4+2+2=0= RangoM =2.
2 -1 2
1 -1 -1

RangoM'= {C, C,,C,} = |1 0 3|=1 6+3-3=-520 = RangoM '=3.
2 -1 -3



La recta r y el plana son paralelas
b)

La distancia del planm a la recta r es la distancia de cualquier punto de la recta
al planor. Un punto de r es A(1, 2, 1).

_| A+ By +Cz +D|

N A2+ B?+C?

Aplicando la formula al punto A(1, 2, 1) y al plan& 2x- y+ 2z+3=0:

La distancia de un punto a un plano &, )

(| 228120 2.243] | 2-2+42+3]_ 5

JZ+(-1P+2° Jar1+4 o

d(r, 7)=d(A )

:§ unidades
3

c)
Un vector normal del plana= 2x- y+ 2z+3=0 es n =(2, -1, 2).

X=3+2u
La recta s perpendicularmay que contiene a P(3, 2, 1) es<y=2-u .
z=1+2u
El punto M, interseccion del planocon la recta s, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo cual:

T= 2x—y+22+3=0

LTS b g (2 e A i) razo;
z=1+2u
x=3-2=1
6 M- 2p+ 2 u+30; Q+9=0;; u=-1={y=2+1=3 | = M(1, 3 -1).
z=1-2=-1
P, 2,1)
lM(l, 31 _1)
:
|
’P’(x, Y, 2)
r

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respectdiene que cumplirse lo si-
guiente:PM=MP = M-P=P-M f 13- (3 23=(x,v,2)-(1 3 -1);;



X-1=-2 - x=-1
(-21-9=(x-1y-3 z+l) = {y-3=1- y=4 ; = P(-14 -3).
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5senx 1 .
+— sSi Xx<0
2X 2

2°) Dada la funcién(x) = a six=0, se pide:
x-e“+3 9 x>0

a ) Hallar, si existe, el valor depara que f(x) sea continua.

b ) Decidir si la funcién es derivable en x = 0 para algun valer de

L5

¢ ) Calcular la integral = | (x)- dx, donde L denota logaritmo neperiano.
1

a)

Por tratarse de una funcion definida en tres trozos, cada uno de los cuales es
funcion continua en su dominio, la funcion dada es continua en todo R, excepto pat
valor de x = 0, que debemos determinar el valar para que lo sea

Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que cumplirse que los limites por la iz
quierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la funcion en ese punto:

lim _ lim (5senx 1)_5 1_
f(x)— += =
X-0

X -0 2X 2) 2 2 [im lim
, , _f(¥=1(a)=_ ", f(x)=
lim lim . X -0 X -0
Cf= T (x-er+3)=3
X-0 X-0
= 3=a=3 = La funcidn f(x) es continua en x = 0 para 3.
» lIm (5senx 1)_lim 5senx lim 1 5 Ilim swnx 1 5, 1 _6_
@) += | = + —==. +==—.1+=-=—=3.
X0 2X 2) x-0 2x X-02 2 x-0 x 2 2 2 2 °

Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

5 X-cos ¥ senx .
— - sl x<0

2 X2 ; *%
£(x) = 0 six=0 = f'(o)={°° X0 o)z ().

1 six>0
&(x+1) si x>0

(**)

fim (5 x-cos xsenx)|_5 (im x.cos x-senx _5 (im 0-1+0_5 0
2 x>0 x? 2 x-0 0 2 0

X 0l2 NG

= Indet = {L'Hopital} = = - 2.0 e w.
2 Xx-0 2X 2 0 2



La funcién f(x) no es derivable para x = 0 para cualquier valor raal de
c)

En el intervaldz, L5] la funcién resulta serf(¥Y = x-e*+3, por lo cual, la integral
definida pedida es la que se indica a continuacion.

='j (f)x: d"“f( X "er 33 d%Lf x & - d>erLj53- dx= A+3Lfdx: A+3-[x];° =
1 1 1

=A+qL5-1)=1. (¥

Para determinar el valor de A calculamos la integral indefiﬁ»da* - dXx.

U= X— du=dx
jx-e‘-dx:> = -xxe—J' e dx x &- &+ C=¢&(x-1)+C.
d= €. dx- v=¢" —

AT x & de[8(x1)" = e5(L 5 J-e(-)=5(L5-1).

Sustituyendo el valor de A en la expresion (*):

= 8 5 )+ §L 5 9)=8L5-1).

|=T f(x) -dx=8(L5-1).

1

*kkkkkkkkk



. . .. fa 2
3°) Dala la ecuacion matricial: B=
3 7 11

. 1], donde B es una matriz cuadrada de

tamano 2 x 2, se pide:
a ) Calcular el valor o valores depara los que esta ecuacion tiene solucién.

b ) Calcular el valor de B en el casoode 1.

a)
., .. (a 2 11 , ., a 2
La ecuacion matrlc:l{3 7} : B=[1 :J tendra solucidén cuando la mat(% 7}

sea inversible, es decir: cuando su determinante sea distinto de cero.

a 2
3 7

‘= fa—-6=0;; 7a=6 ;; azg.

La ecuacionmatricial tiene solucionOa O R—{g} .

b)

paraazles(l 2).5:(1 1}.
3 7 11

12 11 . .
Llamando M :(3 7} y N :(1 1], la ecuacion resultam - B=N. Multiplicando

por la izquierda los dos miembros por la inversa de M:
M* M:-B=M* -N;;1-B=M' N=B=M"-N. (¥

Se calcula ahora la matriz inversa de M por el método de Gauss-Jordan:

(|v|/|)—12 10:>{F F,-3F} = i O:>{F F,-2F,} =
37|01 272 T 01/-31 LT e

1 0] 7 -2 4 7 -2
= = M= .
0 1|-3 1 -3 1

Sustituyendo el valor de Men la expresion (*) y operando:
4 (7 —2] {1 1] (7—2 7—2] (5 5]
B=M™"-N= : = = =B.

-3 1)(11) (-3+1 -3+1) (-2 -2
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2 -1 -3 5
. |2 -1 a . ,
49°) Estudiar el rango de la matiz 11 16 segun los valores del parameiro
3 1 -4 a
2 -1 -3 5 2 -1 -3 5
F, - F,+2F, 6 -7 a+10
2 2 -1 a 6 0 -7 a+10
|A|= = {F, - F+F = =3 -2 11+0|=
11 1 6 3 0 -2 11
F, - F,+F 5 -7 a+5
3 1 -4 a 5 0 -7 a+5
6 -7 a| |6 -7 10| |6 7 a 6 7 2
=3 -2 11j+|3 -2 0|=-3 2 11-5-/3 2 0O|=
5 -7 a| |5 -7 5 57 a 571

=—( a#2a®l 385a10 462a&t 6 12 42 20 JE- @+ 7F 513=- A+ 77-65=

=-a+12-%4a-6§=0;,a-6=0;; a=6.

2 2 -1
Siendoelmenorde A1 1 1|=-8 & 6+ 3-2+8=6#0:
31 -4

Parao. £ 6 el rango de A es 4y pasas 6 el rango de Aes 3
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