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MATEMÁTICAS II          Tiempo máximo: 1 hora y 30 minutos 
 
Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno deberá escoger una de las 
dos opciones propuestas y responder razonablemente a las cuestiones de la opción ele-
gida. Para la realización de esta prueba se puede utilizar calculadora científica, siempre 
que no disponga de capacidad de representación gráfica o de cálculo simbólico. Todas 
las respuestas deberán estar debidamente justificadas. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Dada la función ( )
41

1

+
+

+
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x

x

x
xf , se pide: 

 
a ) Determinar el dominio de f y sus asíntotas. 
 
b ) Calcular ( )xf '  y determinar los extremos de f(x). 
 

c ) Calcular ( )∫
1

0

· dxxf . 

---------- 
a )  
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 El dominio de una función racional es el conjunto de los números reales, excepto 
los valores reales de x que anulan el denominador. 
 

( ) { }4,1 −−−⇒ RfD . 

 
 Las asíntotas de la función son las siguientes: 

Horizontales: son los valores finitos que toma la función cuando x tiende a valer infini-
to; son de la forma y = k. 
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Verticales: son los valores de x que anulan el denominador: x1= -1 y x2 = -4. 
 
Oblicuas: No tiene. 
 
 (Para que una función racional tenga asíntotas oblicuas es necesario que el grado 
del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 
b )  
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 La condición necesaria para que una función tenga un extremo relativo es que se 
anule su primera derivada. 
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Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda de-

rivada; si es negativa para los valores que anulan la primera derivada se trata de un 
máximo y, si es negativa de un mínimo. 
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2º) Dada las matrices 
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O , se pide: 

a ) Determinar el valor o valores de α para los cuales no existe la matriz inversa A-1. 
 
b ) Para α = -2, hallar la matriz inversa A-1. 
 
c ) Para α = 1, calcular todas las soluciones del sistema lineal A · X = O. 
 

---------- 
a )  
 Una matriz tiene inversa cuando su determinante es distinto de cero. 
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{ }2,1,0−∈∀ RainversibleesA  

 
b )  

        Para α = -2 es 
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A . Para hallar A-1 se usa el método de Gauss-Jordan. 
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c )  

Para α = 1 el sistema lineal A · X = O resulta 
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, que es equivalente al 

sistema 




=+
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02
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, que es compatible (como todos los sistemas homogéneos) inde-

terminado.  
 
Haciendo xzyxyz ==+−=−−=−== λλλλλ 2,2, . 
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=
−=

=
λ

λ
λ

λ
,2: . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
3º) Dados los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1), C(5, 4, -3) y D(0, 1, 4), se pide. 
 
a ) Calcular el área del triángulo de vértices A, B y C. 
 
b ) Calcular el volumen del tetraedro ABCD. 
 

---------- 
a )  

Los puntos A(2, 0, -2), B(3, -4, -1) y C(5, 4, -3) determinan los vectores ABu =  y 

ACv = , que son los siguientes: 
 

( ) ( ) ( )1,4,12,0,21,4,3 −=−−−−=−== ABABu . 
 

( ) ( ) ( )1,4,32,0,23,4,5 −=−−−=−== ACACv . 
 
 Sabiendo que el área del triángulo es la mitad del módulo del producto vectorial 
de los dos vectores que lo determinan: 
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Su ==+=+=+= 222 172161264482 . 

 
b ) 
 Siendo ( ) ( ) ( )6,1,22,0,24,1,0 −=−−=−== ADADw  y teniendo en cuenta que el 
volumen de un tetraedro es un sexto del producto mixto de los tres vectores que deter-
minan sus dimensiones: 
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4º) Dados los planos 0121 =−+≡ zxπ , 022 =++≡ zxπ  y 03233 =−++≡ zyxπ , se pide: 
 
a ) Obtener las ecuaciones paramétricas de la recta r determinada por π1 y π2.  
  
 
b ) Calcular el seno del ángulo que forman la recta del apartado anterior forma con el 
plano π3. 

---------- 
a ) 

 La expresión de r por unas ecuaciones implícitas es 
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≡
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r . 

 

 Resolviendo el sistema: zxzx
zx
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zx

zx
=−=−−=−−==⇒
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 La recta r expresada por unas ecuaciones paramétricas es: 
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≡
5

3
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x

r λ . 

 
b ) 
 Para facilitar la comprensión del ejercicio hacemos un esquema de la situación: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El ángulo de β que forman el plano π3 y la recta r es el complementario del ángu-
lo α que forman el vector ( )0,1,0=rv , director de r, y el vector ( )2,3,1=n , normal al 
plano π3. 
 
 Sabiendo que el ángulo que forman dos vectores se deduce del concepto de pro-
ducto escalar: 
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r
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++

++= α . 

 
********** 

rv

r 

n  α 

π3 

β 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
OPCIÓN B 

1º) Dados el plano 0322 =++−≡ zyxπ  y la recta 








+=
−=
−=

≡
tz

ty

tx

r

1

22

21

, se pide: 

a ) Estudiar la posición relativa de r y π. 
 
b ) Calcular la distancia entre r y π. 
 
c ) Obtener el punto P’ simétrico de P(3, 2, 1) respecto del plano π. 
 

----------  
a ) 
 La expresión de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
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La recta r y el plano π determinan el sistema 
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 En general, según los rangos de M y M’ pueden presentarse los siguientes casos: 
 
 Rango M = Rango M’ = 3   →   Secantes. (un punto en común) 
 
 Rango M = 2  ;;  Rango M’ = 3   →   Paralelos. (ningún punto en común) 
 
 Rango M = Rango M’ = 2   →   Recta contenida en plano. (∞ puntos en común) 
 
 Los rangos de M y M’ son los siguientes: 
 

20224
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=⇒=++−=
−

−
=⇒ MRangoMMRango . 

 

{ } 3'053361
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,,' 421 =⇒≠−=−+−=
−−

−−
⇒⇒ MRangoCCCMRango . 
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La recta r y el plano π son paralelos. 

 
b ) 
 La distancia del plano π a la recta r es la distancia de cualquier punto de la recta r 
al plano π. Un punto de r es A(1, 2, 1). 
 

 La distancia de un punto a un plano es: ( )
222

000,
CBA

DCzByAx
Pd

++

+++
=π . 

 
 Aplicando la fórmula al punto A(1, 2, 1) y al plano 0322 =++−≡ zyxπ : 
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c )  
 Un vector normal del plano 0322 =++−≡ zyxπ  es ( )2,1,2 −=n . 
 

 La recta s perpendicular a π y que contiene a P(3, 2, 1) es 








+=
−=
+=

≡
µ
µ
µ

21

2

23

z

y

x

s . 

El punto M, intersección del plano π con la recta s, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo cual: 
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      Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse lo si-
guiente: ( ) ( ) ( ) ( ) ;;1,3,1,,1,2,31,3,1;;'' −−=−−−=−⇒= zyxMPPMMPPM  

π

P(3, 2, 1) 

P’(x, y, z) 

M(1, 3, -1) 

r 
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( ) ( ) ( )3,4,1'
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−=→−=+

=→=−
−=→−=−

⇒+−−=−− P

zz

yy

xx

zyx . 

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2º) Dada la función ( )












>+

=

<+
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03·
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5

xsiex

xsia

xsi
x

xsen

xf
x

, se pide: 

a ) Hallar, si existe, el valor de α para que f(x) sea continua. 
 
b ) Decidir si la función es derivable en x = 0 para algún valor de α. 
 

c ) Calcular la integral ( )∫=
5

1

·
L

dxxfI , donde L denota logaritmo neperiano. 

----------  
a ) 
 Por tratarse de una función definida en tres trozos, cada uno de los cuales es una 
función continua en su dominio, la función dada es continua en todo R, excepto para el 
valor de x = 0, que debemos determinar el valor de α para que lo sea 
 
 Para que f(x) sea continua en x = 0 tiene que cumplirse que los límites por la iz-
quierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en ese punto: 
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⇒
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⇒==⇒ 33 a  La función f(x) es continua en x = 0 para α = 3. 
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→
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 Una función es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y además, son iguales. 
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La función f(x) no es derivable para x = 0 para cualquier valor real de α. 

 
c ) 
 En el intervalo [ ]5,1 L  la función resulta ser ( ) 3· += xexxf , por lo cual, la integral 
definida pedida es la que se indica a continuación. 
 

 ( ) ( ) [ ] =+=+=+=+== ∫∫∫∫∫
5

1

5

1

5

1

5

1

5

1

5

1

·33·3···3·· L
LLL

x
L

x
L

xAdxAdxdxexdxexdxxfI  

 
( ) ILA =−+= 153 .     (*) 

 
 Para determinar el valor de A calculamos la integral indefinida ∫ dxex x ·· . 

 

( ) CxeCeexdxeex
evdxedv

dxduxu
dxex xxxxx

xx
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=→=
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⇒ ∫∫ 1···
·

·· . 

 

( )[ ] ( ) ( ) ( )15511151·· 155

1

5

1

−=−−−=−== ∫ LeLexedxexA LLx
L

x . 

 
 Sustituyendo el valor de A en la expresión (*): 
 
 ( ) ( ) ( )158153155 −=−+−= LLLI . 
 

( ) ( )158·
5

1

−== ∫ LdxxfI
L

. 
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3º) Dala la ecuación matricial: 







=









11

11
·

73

2
B

a
, donde B es una matriz cuadrada de 

tamaño 2 x 2, se pide: 
 
a ) Calcular el valor o valores de α para los que esta ecuación tiene solución. 
 
b ) Calcular el valor de B en el caso de α = 1. 
 

---------- 
a )  

 La ecuación matricial 







=









11

11
·

73

2
B

a
 tendrá solución cuando la matriz 









73

2a
 

sea inversible, es decir: cuando su determinante sea distinto de cero. 
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6
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a
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−∈∀

7

6
RsolucióntienematricialecuaciónLa α . 

 
b )  

 Para α = 1 es 







=
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·

73

21
B .  

 

Llamando 







=

73

21
M  y 








=

11

11
N , la ecuación resulta: NBM =· . Multiplicando 

por la izquierda los dos miembros por la inversa de M: 
 

NMBNMBINMBMM ···;;··· 1111 −−−− =⇒== .     (*) 

 
Se calcula ahora la matriz inversa de M por el método de Gauss-Jordan: 
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 Sustituyendo el valor de M-1 en la expresión (*) y operando: 
 

 BNMB =
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4º) Estudiar el rango de la matriz 
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 según los valores del parámetro α. 

 
---------- 
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·5

75

1123

76

575

023

1076

75

1123

76

a

a

a

a

 

 
( ) ( ) =−+−=−+−=−−+−−−−++−= 6577213·577221204212·521462103852112 aaaaaa  

 
( ) 6;;06;;062122 ==−=−−=+−= aaaa . 

 

 Siendo el menor de A, 06823618

413

111

122

≠=+−++−−=
−

−
: 

 
Para α ≠ 6 el rango de A es 4 y para α = 6 el rango de A es 3. 

 
**********  
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