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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo méximo: 1 horas y 30 minutos

Después de leer atentamente todas las preguntas, el alumno debera escoger uno de las
dos opciones propuestas y responder razonadamente a las cuestiones de la opcion ele-
gida. Para la realizacion de esta prueba se puede utilizar calculadora cientifica, siempre
que no disponga de capacidad de representacion grafica o de calculo simbolico. Todas
las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

OPCION A

-mx+my+z=0

1°) Dado el sistema de ecuaciones lineales: { x —my + 3z = 4 | se pide:
2x —2y—z=0

a) Discutirlo segun los valores del parametro m.

b) Resolverlo en el casom =0.

c) Resolverlo en el casom = 2.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
-m m 1 -m m 1 0
M={1 -m 3 |yM=(1 -m 3 4|
2 -2 -1 2 -2 -10

El rango de M en funcion del parametro m es el siguiente:

-m m 1
IM|=|1 -m 3|=—-m?-2+6m+2m—6m+m=
2 -2 -1

_ 3+V/9-8 _ 3%

=—m?+3m—-2=0m?>—-3m+2=0m . 21=>m1=1;m2=2.
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m#*1

Para { }:>RanM = Ran M' =3 =n%incég.= S.C.D.
m + 2

-1 1 1 0
ParamzlesM’=(1 -1 3 4>=>RangM’=>{C1,Cg,C4}:>

2 -2 -1 0
-1 1 0
= |1 3 4/=8-4=4+0 > RangM' =3.
2 -1 0
Param =1= Ran M = 2; Ran M’ = 3 = Incompatible.
-2 2 1 0
Param=2esM'=| 1 -2 3 4|={F, =-F;}=RangM' =2.
2 -2 -1 0
Param=2= Ran M = Ran M' = 2 <n%inc6g.= S.C.1I.
b)
z=0
Para m = 0 el sistema es {x +3z=4 , que es compatible determinado y
2x —2y—2z=0

cuya solucion es:
Solucion:x = 4,y =4,z = 0.

c)
—2x+2y+z=0
Para m = 2 el sistema es {x — 2y + 3z =4 ,queescompatible indeterminado,
2x—2y—2z=0
un el tado anterior y es equivalente al sistema: ~ 2y +3z= 4}
segun el apar y s eq 2x—2y—z=0f
. . x—2y=4-31) —x+2y=-4+31
Haciendo z = A: 2x — 2y = A } 2x — 2y = A }=>x=—4+4/1.

2x—2y=1;—8+81—-2y =14 2y=—8+7A=>y=—4+_1

x=—4+4A
Solucién:{y =—4+21 ,VAER.
z=A
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2°) Larectar pasa por P (2, -1, 0) y tiene vector director v, = (1,1, —2); larecta s pasa
por Q (1, 0, -1) y tiene vector director v, = (2,4, 2).

. . 9
a) Calcular A > 0 para que la distancia entre r y s sea N

b) Calcular A para que r sea perpendicular a la recta que pasa por Py Q.

a)

Por ser los vectores directores de las rectas linealmente independientes, VA € R,
las rectas r y s se cruzan (en el caso de que se cortaran, la distancia entre ellas seria
cero, y no es el caso).

Para hallar la distancia entre las rectas r y s hacemos lo siguiente:

En primer lugar determinamos el vector 71 que tiene como origen un punto P de
ry como extremo el punto Q de s:

m=P0=[Q-P] =[(1,0,—-1)—(2,—-1,0)] = (-1,1,—1).

Se determina un paralelepipedo cuyas dimensiones son los vectores directores
de las rectas v, y v, y el vector mi.

Para una mejor comprension se hace el esquema adjunto.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por otra
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la base
por la altura. Observar que la altura h es igual a la distancia d pedida entre las rectas.

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

vy (Vs X M)

V=o oy x M) =v, X ¥l -h=1[ X | -d >d ="
[y X Vs

A R
Uy X Vo=|1 A =2|=2Ai—-4j+4k—-22k+8i—2j =
2 4 2




= (24 + 8)i — 6j + (4 — 2)k.

1 A -2
2 4 2
d = [vr- s x )| _ -1 1 -1 _ |—4—-4—21-8-2+2A] _
vy x vg] J@A+8)2+(=6)2+(4—21)2  V4AZ+321+64+36+16—16A+4A2
|-18| _ |-18] _ 9 9

= V212 + 41 + 29 = \/59;

© VBAZ+16A+116  2V212+41+29  V2A2+41+29 59

2% +42+29=59; 242 +41-30 = 0; 22 +21—15=0; A =220
=_22i8=—1i4=>/11=—5,/12=3. Como es A >0:

Solucion: A = 3.
b)

La recta que pasa por Py Q tiene como vector director vp, = ﬁf =(—1,1,-1).

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores, 0 sea,
cuando el producto escalar de sus vectores directores es cero:

La recta que pasa por Py Q es perpendicular ar para A = —1.
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39 a) Estudiar el crecimiento de la funcién f(x) = 1 + 2x + 3x? + 4x3.

b) Demostrar que la ecuacion 1 + 2x + 3x? + 4x3 = 0 tiene una Unica solucién real
y localizar un intervalo de longitud 1 que la contenga.

a)
Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando su primera derivada
es positiva 0 negativa, respectivamente.

ff)=2+6x+12x% f'(x)=0=>2+6x+12x2=0; 6x2+x+ 1 = 0;

—1+V1-24
x=———=x¢R = 6x’+x+1>0,Vx €R.
La funcién es mono6tona creciente es su dominio, que es R.
b)

La condicion de monotonia de la funcion indica, necesariamente, que la funcion
f(x) =1+ 2x + 3x? + 4x3 no puede tener mas de una raiz real.

Aplicando el teorema de Bolzano al intervalo [—2, 2]:
f(=2)=14+2-(-2)4+3-(-2)2+4-(-2)3=1-4+12-32<0.
f(2Q)=1+2-2+3-22+4-22=1+4+12+32>0.

De lo anterior se deduce que el valor de laraizes —2 < x < 2.

Para solucionar el ejercicio basta con reducir el intervalo hasta que sea de longi-
tud menor que 1.

f(0)=1>0> -2<x<0.
f-D=1+2-(-D+3-(-1)*+4-(-1)*=1-2+3-4<0.

Laraiz de la funcion f(x) =1+ 2x +3x> +4x3es—1<x<0.
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4°) a) Calcular la integral definida ff(l —x) e dx.
b) Calcular hrfl [(1—2x)-e*]y lim [(1—x)-e™¥].
X—>+00 X——00

a)

En primer lugar hacemos la integral indefinida I = [(1 — x) - e™ - dx:

_ 1—-x=u »du=—dx
I=f(1—x)-e™-dx = {e‘x-dx=dv —>v=—e‘x} =

> 1-x)(—e™)—[—-e* (-dr)=(x—1)-e*—[e™* -dx=

=(x—1)-e*+e*+C=x-e*+C.

+ - —x-et=(4-et) —(e-) =L 12
JjA=x)-e ™ -dx=[x-e*]f=(4-e*)—(e )= =0
4 - _4-e?
Jj(A=x)-e™ dx = e
b)
lim [(1—x)-e] = lim —* === = Indet.> {L'Hopital} =
xX—+00 xX—+o0 € o
= lim ‘—i=‘—1=0.
X—+o00 € co -
lim [(1—x)-e*] = lim 1:":=00~e°°=oo-oo=oo.
X—>—00 X—>—o00 € -
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OPCION B

., -Lx,six >0
1°) Dada la funcion f(x) = {ax-lz- .xex xs“:lxx< 0

riano y a es un namero real) se pide:

, (donde L denota logaritmo nepe-

a) Calcular el valor de a para que f(x) sea continua en todo R.

b) Calcular £’(x) donde sea posible.

¢) Calcular f_olf(x) - dx.

a)
. a+x-Lx,six>0
La funcion f(x) = { "
f(x) x%-e*, six<0
excepto para X = 0 cuya continuidad vamos a forzar calculando el valor adecuado del
parametro Q.

es continua en su dominio, que es R,

lim f(x)=lim(a+x:-Lx) =a+ lim(x-Lx) =a+[0:(—)] = Ind.=
x—0~ x—0~ x—0~

1

= lim LTx =2 = Ind.= {L'Hopital} = lim * = —limx=0=
x—0~ o —® x—0~ 2 x—0~

= xll)I(I)l_ f(x) =a.
xlir(1)1+f(x) = xlir(r)gr(xz e¥)=0-e°=0-1=0 = f(0).
Jim f(x) = f(0) = lim f(x) = a=0.

La funciéon f(x) es continua en R para a = 0.

b)
x-Lx,six>0

La funcion resulta: f(x) = {xz e% six <0

SiendOg(x)zx-LxeSg’(x)z1-Lx+x~%=1+Lx.

Siendo h(x) = x2-e*esh'(x) = 2x - e* + x? - e¥ = xe*(2 + x).

1+Lx six>0

Teniendo en cuenta lo anterior: f'(x) = {xex(z +x) six <0




)
[0 F@) - dx = [0 x% e - dx.

Para el calculo de la integral definida, calculamos en primer lugar la integral
indefinida.

_ 2 _
A= [x2e% - dx = [W=X 2 du=2x-dX} 2 ox _ [px. 05 gy =
f {ex-dx=dv—>v=ex} f

=x%-e¥*—2-[eX-x-dx=x*>-e*—2-B.

(X u=x->du=dx X (ux. .
B={e xdx:}{ex-dx=dv—>v:ex}=>xe fe* -dx =

=x-e*—e*+C=¢e*(x—1) +C.
Sustituyendo el valor obtenido de B en la expresion de A:

A=x?-e*—-2-e*(x—1)+C=e*(x*-2x+2)+C.

L2 f0dx = [e*(x? — 2x +2)]% = [e°(0— 0+ 2)] — [e (1 + 2 +2)] =

2e-5
.

[ Feodx =
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2°) Dados los puntosP (-1,-1,1)yQ(1,0,2)ylosplanosm; =x —z = 0,1, = my —
6z=0,m3=x+y—mz =0, se pide:

a) Calcular los valores de m para los que los tres planos se cortan en una recta.

b) Para m = 3, hallar la ecuacion del plano que contiene al punto P y es perpendicular
a la recta de interseccion de los planos m; y .

c¢) Hallar la distancia entre los puntos Q y P’, siendo P’ el punto simétrico de P respecto
al plano m;.

a)
Para el caso general de tres planos que determinan las matrices de coeficientes y
ampliada M y M’, respectivamente, Se presentan los siguientes casos:

1°. -- Rang M = Rang M' = 3 = Los planos se cortan en un punto.

2°. -- Rang M = 2; Rang M’ = 3 = Los planos son secantes dos a dos.
3% -- Rang M = Rang M' = 2 = Los planos se cortan en una recta.
40, -- Rang M = 1; Rang M' = 2 = Los planos son paralelos.

5%, -- Rang M = Rang M' =1 = Los planos son coincidentes.

En el caso que nos ocupa, los tres planos carecen de término independiente por
lo cual las matrices de coeficientes y ampliada son iguales a efectos de rango; la matriz

1 0 -1
de coeficientesesM =0 m -6 |.
1 1 —m

Para que los tres planos se corten en una recta es necesario que se anule el deter-
: : : 1 0 -
minante de la matriz, teniendo en cuenta que |1 1| #+ 0 es un menor complementario
de la matriz de coeficientes.

1 0 -1
IM[ =10 m —-6|=0;,-m?+m—-6=0; m*-m+6=0.
1 1 -—-m
m = 1i\/;+24 _ 1i;/ﬁ _ 1;;5 >my = —Z,mz -3
Los tres planos se cortan en una recta param = —2 y param = 3.

b)
Param=3losplanosmt; =x —z =0y m, = my — 6z = 0 determinan la recta



x—z=0
y—2z=0

x—z=0

3y —6z=0 equivalentear = {

r de ecuacionr = {

Un vector director de r es cualquiera que sea linealmente dependiente del
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que son
los siguientes: n; = (1,0,—1) yn, = (0,1, —2).

i j ok
=mAn, =1 0 —1l=k+i+2j= 7 =(1,2,1)
0 1 -2

El haz de planos perpendicularesares f = x + 2y + z + D = 0; de estos infi-
nitos planos, el plano r pedido es el que contiene al punto P (-1, -1, 1):

P=x+2y+z+D=0

n=x+2y+z+2=0.

c)
La recta s perpendicular al plano r; y que contiene a P(-1, -1, 1) tiene la siguiente
x=—1+u
expresion dada por unas ecuaciones paramétricas: s = { y=-1
z=1—-u

El punto F, interseccién de la recta s con el plano m; es la solucién del sistema
que forman:

m=x—2z=0

s = ?i:lf” =-1+pu-1+p=024-2=0->pu=1=F(0,-1,0).
z=1—-u
Us
. P F P(-1,-1,1)

PF=FP = [F—P]=[P' —F] >



= [(01 _11 O) - (_1' _11 1)] = [(x, Y, Z) - (Or _11 O)];

x=1
(,0o,-1) =(C,y+1,2)=> {y = —1} = P'(1,—1,-1).
z=-1

Siendo Q(1,0, 2) es:

PQ=yJ1-12+0+1)2+2+1)2=+/0+1+9 =10 unidades.
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a b c
d e f

1 2 3
cular el valor de los siguientes determinantes:

3% Sabiendo que = 3 y usando las propiedades de los determinantes, cal-

2a—2b ¢ 5b a—1 b—2 2c—6
a) [2d —2e f 5el. b) 2 4 12
-2 3 10 d e 2f
a)
2a—2b ¢ 5b 2a ¢ 5b —2b ¢ 5b
2d —2e f 5e|l=|2d f 5e|l+|-2e f 5e|l=A+B.
-2 3 10 2 3 10 -4 3 10
2a ¢ 5b a c¢c b a b c
A=12d f 5el=2-5-|d f e|=-10-|d e =—10-3 = -30.
2 3 10 1 3 2 1 2 3
—2b ¢ 5b b ¢ b
B=|-2e f 5el=—-2-5-le f e|=10-0=0
—4 3 10 2 3 2
2a—2b ¢ 5b
2d —2e f 5e|=-30.
-2 3 10
b)
a—1 b—2 2c—6 a b 2c -1 -2 -6
2 4 12 | =12 4 12|+ 2 4 12|{=M+N.
d e 2f d e 2f d e 2f
a b 2c a b c a b c a b c
M=|2 4 12(=2-12 4 6[=4-|11 2 3|=—-4-|d e f|=
d e 2f d e f d e f 1 2 3
=—4.3=-12.
-1 -2 -6 1 2 6 1 2 3
N=]|2 4 12|=—-2 4 12|=-2-12 4 6|=-2-0=0.
d e 2f d e 2f d e f

a—1 b—2 2c—6
2 4 12
d e 2f

= —12.




En la realizacion de los dos apartados del ejercicios se han utilizado las siguien-
tes propiedades de los determinantes:

12.- Si todos los elementos de una linea de un determinante se descomponen en dos
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha
linea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial.

28.- Si un determinante tiene dos lineas paralelas iguales o proporcionales su valor es
cero.

32.- Si se intercambian dos lineas de un determinante su valor cambia de signo.

42 - Si todos los elementos de una linea de un determinante se multiplican o dividen
por un numero su valor queda multiplicado o dividido por dicho numero.
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4%) Dada la matriz A = (i (1)) hallar todas las matrices B = (Ccl b) que conmutan

d
con A, es decir, que cumplan A-B=B - A.

R K R K !

b=c
(Saa+c 3bl;|'d)=(§zl:||:2 ?):}3b+d=a =3c—-2c=aq;
3c+d=b)>d=-2c

a=b=c;d=-2c.

Las matrices pedidas son de la forma B = (Z _Czla).
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