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PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
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(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES: Después de leer atentamente el examen, respond
razonadamente cuatro preguntas cualesquiera a elegir entre las ocho que se propor
Todas las respuestas deberan estar debidamente justificadas.

1°) Sea A una matriz de tama®ix 4 tal que sus dos primeras filas 9dn1,1,1) y
(1,2,3,4), y sin ningun cero en la tercera fila. En cada uno de los apartados siguiente:
se pide poner un ejemplo de matriz A que verifique la condicién, justificAndolo apro-
piadamente:

a) La tercera fila de A es combinacion lineal de las dos primeras.

b) Las tres filas de A son linealmente independientes.

c¢) A es la matriz ampliada de un sistema compatible determinado.

d) A es la matriz ampliada de un sistema compatible indeterminado.

e) A es la matriz ampliada de un sistema incompatible.

a)
La tercera fila es combinacién lineal de las dos primeras cuando se cumple qu
F3 =a'F1+B’F2,Va,ﬁ € R.

1 1 11
Considerando, por ejemple,= 1, =1=> A4 = <1 2 3 4).
2 3 4 5

b)
La tercera fila no es combinacion lineal de las dos primeras cuando no se cump|

1 1 11
queF; =a-F, +f-F,,Va, € R. Por ejemploA = (1 2 3 4).
2 3 00

c)
Siendo C la matriz de coeficientes (formada por las tres primeras columnas) y /
la matriz ampliada con los términos independientes, el teorema de Rouché-Frobenit
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dice que el sistema es:

d)

Compatible determinade Rang C = Rang A = n®incog.
Compatible indeterminade Rang C = Rang A < n? incog.
Incompatible» Rang C # Rang A.

1 1 11
Por ejemplo, la matriz del apartado anteribe: (1 2 3 4).
2 3 00

1 1 11
Por ejemplo, la matriz del apartaalp A = (1 2 3 4).
2 3 45

1 1 11
Rang C = 2 # Rang A = 3. Por ejemplo:4A = (1 2 3 4).
2 3 47
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x—1

e six<lx+-1
2°) Dada la funciorf (x) ={ .. ; , Se pide:
six=>1

a) Calcularf(0) y (f f)(O).4x

b) Estudiar la continuidad y derivabilidad fléx) enx = 1 y determinar si en dicho
punto existe un extremo relativo.

c) Estudiar sus asintotas.

a)

fO)=s====1=f(0)=1.

(o PO = fIFO] = fD) =2 =25 (Fo HO) =3,

b)

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que s
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su ct
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 1, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcién en ese punto.

1
Parax=1= xlg{l_f(x)_h 1x2 1_5 (*)
o x*+1 141 2 1
Jim f() =lim=—=="rr=2=72=fD

= lirgl_f(x) = lirgl+ f(x) = f(1) = La funciéon f(x) es continua en x = 1.
X—> W g

* 11 _0 ' ; i = = =1
*) 31(13 x2 T=o T Indet.= (L'Hopital) = ;lclir% vy

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

(x+1)2 (x%)si x<1l,x #—1

! —
fiix) = 2x-4x—(x?+1)4 _ 8x?-4x%-4 _ 4x?-4 _ x2-1

= = = six>1
16x2 16x2 16x2 4x2

=




SO ==

2
. 1(111) 0 Yo /(1) # £/(1%) = f(x) no es derivable en x = 1.
f (1) = 2l 2 0
- _ LOP-)-(-1)2x  xf-1-2xP42x  —x42x-1
( ) g( )_ (x2_1)2 - (x2_1)2 - (xz_l)z
xZ-2x+41 _  —-(x-1D)* -1

(x2-1)2  (x+1)2(x-1)2  (x+1)2

Por ser la funcioif (x) continua para = 1 pero no derivable en este punto, el
estudio del posible extremo relativo en este punto debe hacerse de forma topologic
es decir, estudiando el crecimiento y decrecimiento de la funcién.

reqa—y 1 .
f'(17) = D < 0,Vx € R = Decreciente.

f1an =

La funcion f(x) tiene un minimo relativo en x = 1.

c)
Asintotas para < 1:
x—1
Horizontalesy = 11+oo AN 0=>y=0.
Verticalese—=—*~ =1 5y 41=0=>x=—1.

x2-1 (x+1D)(x-1) x+1
No tiene asintota oblicua por ser incompatible con la horizontal.

Asintotas para > 1:

241
Horizontalesy = lim =

x—+oo 4x

=+ o0 = No tiene.

Verticales4x =0=x =0 ¢ [1,+o) = No tiene.

Oblicuas:
£(x) s 2411
. X
m = lim — = lim **~ = lim —- = -
x—oo X x—-oo X x—oo 4Xx
) ) x%+1 1 . x%+1-x2 ) 1
n=lim[f(x) —mx] = llm( ——x)= lim = lim — = 0.
X—00 X—00 4x 4 X—00 4x x—00 4x



Asintota oblicua:y = %x.
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3°) Dado el punt®(3,3,0) y la rectar = x_—_lz === % se pide:

=R

a) Escribir la ecuacion del plano que contiene al punto P y a lartecta
b) Calcular el punto simétrico de P con respeato a

c) Hallar dos puntos Ay B detales que el triangulo ABP sea rectangulo, tenga area
% y el angulo recto en A.

a)
Un punto y un vector director desonA(2,0,—1) y v, = (—1,1,0).
Los puntos A y P determinan el vect® = (1,3, 1).

La expresion general del plangedido es la siguiente:

. x—3 y—3 z
n(P; v, AP) = | -1 1 0/=0 (x—3)—-3z—2+(y—3)=0;
1 3 1

Xx—3—-4z4+y—-3=0=>n=x+y—4z—6=0.

b)
x=2-2
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricasesy = 1
z=-1

Un vector director der ag = (—1,1,0).
El haz de planos perpendicularesesff = x —y + D = 0.
El planoa € B que contiene al puni®(3, 3,0) es el que satisface su ecuacion:

P=x—y+D=0

P(B’SJO)}:3—3+D:O=>D:O=> a=x—y=0.

El puntoQ intersecciéon de y a es el siguiente: P(3,3,0)




Para queé®’ sea el simétrico d@ con respecto atiene que cumplirse que:
PA=AP = [A—P] =[P - A);

[(L 11 _1) - (31 3, 0)] = [(x, Y, Z) - (11 1) _1)];

x—1=-2-x=-1
(-2,-2,-)=(x-1Ly—-1,z4+1)=2jy—1=-2->y=—-1¢
z+1=-1-z=-2

P'(—1,-1,-2).
c)
Los puntos genéricos aeson de la formaB(2 — 4,4, —1).
El puntoA es el obtenido en el apartado anterqt, 1, —1).
AP = —PA = (2,2,1).
AB=0A-0B=[(1,1,-1) -2 -A4LA4-1D]=(-1+141-10)
Por ser el tridngulo rectangulo en ASegp = % |AP| - |AB| = %;
|4P| - |4B]| =%= 3V2; V224 22+ 12 J(—1+ )2+ (1 — )2 + 0% = 3v2;

VEF4+1-VI—22+2+1—-221+22=3V2; VO-V212 — 41+ 2 = 3/2;

V22 — 42+ 2=/2; 202 —40+2=2; 22 —41=0; 2A(A—-2)=0=
= Al ::0,22 = 2.

Existen dos puntos de la reetgue cumplen la condicion pedida, que son los
siguientes:

A, = 0= B,(2,0—1). A, =2 = B,(0,2,—1)
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4°) Se tienen tres urnas A, B y C. La urna A contiene 4 bolas blancas y 2 negras,
urna B contiene 3 bolas blancas y 3 negras y la urna C contiene 6 bolas negras. Se el
una urna al azar y se extraen de ellas dos bolas de manera consecutiva y sin reemy
zamiento. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca.

b) Calcular la probabilidad de que la primera bola extraida sea blanca y la segunda s
negra.

¢) Sabiendo que la primera bola extraida es blanca, calcular la probabilidad de que
segunda sea negra.

90 2% bl

a)
P=P(A—>Bl)+P(B—>Bl)+P(c—>Bz)=§.§+§ §+§'%=
=2+2+0="2="=03889.
9 6 18 18
b)

P=P(A— BIN)+P(B—>BIN)+P(C—>BIN)=2-2.242.2.242.2.2 2

— A 1 0=82_12_ (18809
45 10 90 90

c)

17
P(BINN) 55 17-18 171 17
=22 = =—=—=0,4857.
P(BI) = 90-7 57 35

P(N/BL) =
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0o -1 2 1 0 O 2 -1
59) Sean las matrices= <2 1 —1>,I=<0 1 0>,B=<1 0>,sepide:

1 0 1 0 0 1 0 1
a) Calcular, si es posible, la inversa de la matriz A.

b) Calcular la matriz = A% — 2I.

c¢) Calcular el determinante de la mathiz= ABB* (dondeB® denota la matriz tras-
puesta de B).

a)
0O -1 2 0 2 1
lAl=12 1 -1|=1-24+2=1. At=<—1 1 0)
1 0 1 2 -1 1
Lo =1 o ot
~1 1 2 1l 12 -1 L1 1
N T I TR T T T R AT B S
R e e B e e et e )
21 g0 102 -1 -
1 0 -1 0 -1 1
101 -1
Adj. de At (_3 2 4) 11 -1
A—1= J. ae — -1 -1 2 = A—1:<_3 _2 4)
4| 1
-1 -1 2
b)

0 -1 2 0 -1 2 2 0 0
C:A2—21=<2 1 —1)-(2 1 —1)—(0 2 0)=
1 0 1 1 0 1 0 0 2

0 -1 3 2 0 0 -2 -1 3
=<1 -1 2)—(0 2 0>=>C=<1 -3 2).
1 -1 3 0 0 2 1 -1 1

c)
0 -1 2\ /2 -1
D=ABBf=<2 1 —1)-(1 0)-(_21 0=
1 0 1/ \o 1
~1 2 —4 -1 2
(5 =) 8 D-(1 s )
2 0 4 2 0
—4 -1 2
ID| = |ABBt| = [13 5 —3|=52+12—40—24=64—64=0.
4 2 0




ID|=|A-B-Bt| =0.
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t2
6°) La potencia generada por una pila viene dada por la expigipe 25te «,
dondet > 0 es el tiempo de funcionamiento.

a) Calcular hacia qué valor tiende la potencia generada por la pila si se deja en funci
namiento indefinidamente.

b) Determinar la potencia maxima que genera la pila y el instante en el que se alcanz

c) La energia total generada por la pila hasta el instaift€), se relaciona con la
potencia mediant€’(t) = P(t), conE(0) = 0. Calcular la energia producida por la
pila entre el instante= 0 y el instante = 2.

a)

t2
tlim P(t) = tlim (25te‘7> — o~ ® = L — é = 0.

Con el tiempo la potencia tiende a cero,como es l6gico que suceda.

b)
Una funcion tiene un maximo relativo cuando se anula su primera derivada y e
negativa su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

t2

P(t) = 25te +. Tomando logaritmos neperianos en los dos términos:

t2

L[P(t)] = L(ZSte‘T) =125+ Lt-S-Le=L25+Lt—2 1=

2
= L25+ Lt — t:. Derivando en los dos términos:

11 12 s 12\ _ 2ot
0+;—Z'2t—;—zt=>P(t)—P(t)'(?—Zt)—ZSte 4'(;—5).

P'(t) _
P(t)

2 2
t 1 t t

P'(t) = 0 = 25te + - (;—5) =0; 25te™ 4 £0,Vt> 07—t =0;

& | =

=2 t2=22t=+V2.

La solucién negativa carece de sentido logico (para minimo).
., 2oy (1t _2 11
Py =25te” (;—3) (;—5) +25te (-5 —3) =

t2

ot [(-9)'- -]



1

(WD) =25vZ e (2 -2) ~1- 1] =25v2- 65 (0~ 1) =

= —%ﬁ< 0 = Méaximo para t = /2.

2
P(V2) =25V2-e7s = 22 = B2 = 91 444,

La maxima potencia de la pila se produce par t = V2 = 1,414 unidades.

=~ 21,444 unidades.

7. , , 25v2e
La maxima potencia es de unidades .

t2 t2

E'®)=Pt)=>E@)=[P(t)-dt=[25-t-e + -dt=25[t-e % -dt=

tz
=>{ a0 x

t-dt =-2-dx

t=2->x=-1
t=0-x=0

}:E(t)=25-f0_1—2-ex-dt=

= —50- [ eX-dt = =50 [eX]gt = —50 (7t — %) = =50 (5 —1) =

=—50-2=50-(1—1)=50—2550—18,39=31,61.
e e e

50e-50

Entret =0yt =1 lapila genera una energia de u = 31,61 u.
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7°) Del paralelogramadBCD, se conocen los veértice4(1,0,—1),B(2,1,0) vy
C(4,3,—2), se pide:

a) Calcular una ecuacion de la rectgue pasa por el punto medio del segmento AC
y es perpendicular a los segmentos AC y BC

b) Hallar las coordenadas del vértice D y el area del paralelogramo resultante.

c¢) Calcular el coseno del angulo que forman los vectbBeg AC.

a)
El punto medio del segmento de extremd$,0,—1)y C(4,3,—2) es el si-

guiente:M G% —g)

Los puntos AC y BC determinan los siguientes vectores:

ZE == _0__5 _m = [(45 3)_2) - (1' 0’_1)] N (3’ 3’_1)'

—_—  —

BC=0C—-0B =[(43,-2)—(2,1,0)] = (2,2,—-2).

El vector director de es linealmente dependiente del vector producto vectorial
de los vectoredC y BC:

vJ=ACXBC=|3 3 —1|=-6i—2j+6k—6k+2i+6j=—4i+4j=
2 2 =2
=> v, =(1,-1,0).
(x=2+2
! 2
_ _3
r=1sy-= E —
l 3
zZ=—z
2
b)
AB=0B—-0A=1(2,1,0)—-(1,0,-1)] =(1,1,1).
AC = (3,3,-1). BC = (2,2,-2).
Por no ser paralelos ninguno de los vectores anterio- B G

res, la situacion de los vértices del paralelogramo es la que

indica la figura.
. A D
BC=AD= (2,2,-2)=(x—1,y—-0,z+1) =



x—1=2-x=3
z{y:Z }i D(3,2,—3)
z+1=-2-2z=-3

El &rea del paralelogramo que determinan dos vectores linealmente independiel
tes es el modulo del producto vectorial de los dos vectores:

- i j k
Suscp = |[ABXAC|=|[1 1 1||=1-i+3j+3k—3k—-3i+j| =
3 3 -1

= |-4i + 4j| = /(-4)2 + 42 = V16 + 16 = V32.

S =32 u? = 42 u? = 5,66 uZ.

c)
Por el concepto de producto escalar de dos vectores:
ey ey — == AB-AC (1,1,1)-(3,3,—-1)
AB - AC = |AB| - |AC| - cosa = cosa = === = =
|AB|-|AC|  V1Z+12+12./32432+(-1)2
3+3-1 5 5

T V1+1+1/949+1 V319 57

5

N 0,6623.

Cosdeﬁyﬁz
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8°) En un experimento aleatorio hay dos sucesos independientes X, Y. Sabemos q

P(X)=04y queP(X N ?) = 0,08 (dondeY es el suceso complementario de Y). Se
pide:

a) CalcularP(Y). b) CalcularP(X U Y).
c) Si X es un resultado no deseado, de manera que consideramos que el experimel

es un éxito cuando NO sucede X, y repetimos el experimento en 8 ocasiones, hallar
probabilidad de haber tenido éxito al menos 2 veces.

Datos: P(X) = 0,4; P(X nY) = 0,08. Por ser sucesos independientes se cum-
P(XNY) _ P(X)-P(Y)

ple queP(X/Y) = D P(X).
a)
P(XNnY)=PX)-P(XNnY)=
=>P(XNY)=PX)—-P(XnY)=0,4-10,08=0,32, %
Por sucesos independientea? = p(x) = P(Y) = 2¥0 _ 032 _ g
P(Y) P(X) 0,4
b)
PXuUY)=PX)+PY)- P(XNY)=0,4+0,8—0,32=0,88.
c)

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
p=P(X)=1-PX)=1-04=06; ¢q=04 n=09.

La formula de la probabilidad de que mleelementos- sean favorables es la
o n _
siguienteP = (r) ph g™,

P=P(Z=22)=1-[PZ<0)+PUZ<D]=1-PUZ<0)—-P(Z<] =

=1—(3)—(?)=1—1-0,60-0,48—8-0,61-0,47:

=1-1-1-0,0007-8-0,6-0,0016=1-0,0007—-0,0079 =1 - 10,0085 =

= 0,9915.
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