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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

INSTRUCCIONES GENERALES:

Después de leer atentamente el examen, responda razonadamente cuatro preguntas
lesquiera a elegir entre las ocho que se proponen. Todas las respuestas deberan e
debidamente justificadas.

x+ay+z=a+1

1°) Se considera el sistema de ecuaciones lingales+ y —z = 2a dependientes
—-y+z=a

del parametro real. Se pide:

a) Discutir el sistema segun los diferentes valores.de

b) Resolver el sistema pata= 0.

a)

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
1 a 1 1 a 1 a+1
M=(-a 1 -1|yM=-a 1 -1 2a |
0 -1 1 0 -1 1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

1 a 1
M|=|-a 1 -1|=14a—-1+a*=0; a*—-a=0=>a,=0,a,=1.
O -1 1

Para {Z i (1)} = Rang M = Rang M' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.

1 0 1 1
Paraa=O:M’=<0 1 -1 0>=>{C1=C4}=>RangM’=2.
O -1 1 0

Paraa =0= Rang M = Rang M' = 2 < n%incb6g.= S.C.I.
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1 -1 1 0
Paraa=—-1=>M'= <1 1 -1 —2) = Rang M' = {C,,C,,C,} =
0o -1 1 -1

1 -1 0
=>1 1 -2[=-1-2-1=-4+0= RangM' =3.
0 -1 -1
Paraa = —1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
b)
x+z=1
Se resuelve paka= 0; el sistema result%y —z =0 , que es compatible inde-
—-y+z=0

1. Haciendoy =z=A=>x=1-A.

. . . X+z=
terminado y equivalente al S|ster§}a_ =0

Solucion:x =1—A; y=A1;, z= A1, VAER.
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2°) Dadas las funciongg€x) = x3 + 3x2 — 1y g(x) = 6x, se pide:

a) Justificar, usando el teorema adecuado, que existe algun punto en el ifteivglo
en el que ambas funciones toman el mismo valor.

b) Calcular la ecuacion de la recta tangente a la guevg (x) con pendiente minima.

¢) Calcularl = ff% - dx.

a)
Tiene que cumplirse qy&x) = g(x) parax € [1,10], o lo que es lo mismo: la
funcidnh(x) = f(x) — g(x) = 0 parax € [1,10].

La funciéonh(x) = f(x) — g(x) = x3 + 3x%2 — 1 — 6x, 0 con mejor expresion:
h(x) = x3 + 3x% — 6x — 1.

La funciénh(x) en continua en su dominio, que es R, por lo cual le es aplicable
el teorema de Bolzano en cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de Bolzano dice que f&ix) es una funcion continua €, b] y
toma valores de distinto signo en los extremos del intervalo, enteneesa, b) tal

quef(c) =0".
Aplicando el teorema de Bolzano a la funckdw) en el intervald1, 10]:
h(1)=1343-12-6-1-1=1+3-6—-1=-3<0.
h(10) =1034+3-102—-6-10—1 = 1.000 + 300 — 61 = 1.239 > 0.

Queda justificado que f(x) y g(x) tomen el mismo valor en [1,10].

b)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor ©
su primera derivada en ese punto.

m(x) = f'(x) = 3x% + 6x.

Para quen sea minima es necesario que se anule su primera derivada y sea p
sitiva su segunda derivada para los valores que anulan la primera.

m'(x) = f"(x) = 6x + 6. mx)=0=>6x+6=0=>x=-1

m'' (x) = f"'(x) = 6 > 0 > La pendiente es minima para x = —1.



m=f(-1)=3-(-1)2+6-(-1)=3-6=-3.

El punto de tangencia es el siguiente:
f(-1)=(-13*+3-(-1)’-1=-1+3-1=1= P(-1,1).
La ecuacion de la recta punto-pendientg esy, = m(x — x,):

y—1=-3-(x+1)=-3x—3 = Rectatangente:t =3x+y+2=0.

1= 19 = PR gr =2 2 (62 430 - 3) dx =

B [ )- () -

6 3 3 2 6 3 2 6 6

1 41-6L2 1 (41
6 6

- -?—LZ).
I=f2@-d 41 L2

X = .
1 g(x) 36 6
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x=—-14+21

3°) Dadas las rectas= {Bi:;’f 1S =4y =—-4— 1, sepide:
- z=21

a) Calcular la posicion relativa de las rectgss.

b) Hallar la ecuaciéon del plano perpendicular a la recyaque pasa por el punto
P(2,-1,5).

c¢) Encontrar la ecuacién del plangaralelo a la rectaque contiene a la recta

a)
x=A
La expresion de por unas ecuaciones parameétricas Es{y =—-2+1.
z=1+4+ 34

Un punto y un vector director de la reetaonA(0,—2,1) y v, = (1,1, 3).

Un punto y un vector director de la restaonB(—1,—4,0) y v, = (2,—1,1).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vecta¥ que tiene como origen el puntoe r y extremo el
puntoB € s: W = 4B = [B — 4] = [(-1,—4,0) — (0,—2,1)] = (-1, -2, —1).

Segun gue los vectorEs,, v,, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 1 3
Rang (v, vow}=|2 -1 1|=1-12-1-3+4242=-11#0=>
1 -2 -1

= Rang {v,,v;,W} = 3 = v, v, W no son coplanarios.

Las rectasr Yy S Secruzan.

b)
El haz de planog perpendiculares mtienen como vector normal al vector di-
rector de la rectai = v, = (1,1, 3).

La expresion general del haz de planog esx +y +3z+ D = 0.



De los infinitos planos del hg el planoy que contiene al punt®(2,—1,5)
es el que satisface su ecuacion:

p=x+y+3z+D=0

P(2,—1,5)}:>2_1+3'5+D:0; 1+154D = 0;

16+D=0; D=-16>y=x+y+3z—16 = 0.

c)
El planorr pedido es el que tiene como vectores a los vectores directores de la
rectasr y s y contiene un punto de la recta

x+1 y+4 =z
La expresion general dees:(B; v, v;) =| 1 1 3| =0;
2 -1 1

x+1)+6(y+4)—2z—-2z+3(x+1)—(y+4)=0;
4x+1)+5(y+4)—32z=0; 4x+4+5y+20—32=0.

m=4x+5y—3z+24=0.
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4%) Un arquero aficionado dispone de 4 flechas y dispara a un globo colocado en
centro de una diana. La probabilidad de alcanzar el blanco en el primer tiro es del 3
%. En los lanzamientos sucesivos la punteria se va afinando, de manera que en el
gundo es del 40 %, en el tercero del 50 % y en el cuarto del 60 %. Se pide:

a) Calcular la probabilidad de que el globo haya explotado sin necesidad de hacer
cuarto disparo.

b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.

¢) En una exhibicion participan diez arqueros profesionales, que aciertan el 85 % d
sus lanzamientos. Calcular la probabilidad de que entre los 10 hayan explotado exa
tamente 6 globos al primer disparo.

a)
P(1) =0,3; P(2)=0,4; P(3)=05; P(4)=0,6.

La probabilidad pedida es la suma de las siguientes probabilidades:
1- Que acierte en el primer lanzamiento.
2- Que falle en el primer lanzamiento y acierte en el segundo.

3- Que falle en los dos primeros lanzamientos y acierte en el tercero.

P=03+(1-03)-04+[(1-03) -(1—04)]-0,5 =

=03+07-04+0,7-06-05=0,3+0,28+0,21=0,79.

b) Calcular la probabilidad de que el globo siga intacto tras el cuarto disparo.
La probabilidad pedida es equivalente a fallar los 4 primeros lanzamientos:
p=(1-03)-1-04)-(1-05-(1-06)=07-06-05-04=

=0,42-0,20 = 0,084.

c)

Se trata de una distribucion binomial eos 10; r = 6; p = 0,85; q = 0,15.

I — (10Y . ggc6.0 154 = 10 . _
P=(")p"q =>P—(6) 0,85¢ - 0,15% ==~ 0,3771 - 0,0005 =

_10-9-8-7
T 432

0,000191 = 210-0,000191 = 0,0401.
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59 Segun informa la Asociacion Empresarial de Acuicultura de Espafia, durante el af
2.016 se comercializaron en Espafia doradas, lubinas y rodaballos por un total de 27¢
millones de euros. En dicho informe figura que se comercializaron un total de 13.74(
toneladas de doradas y 23.440 toneladas de lubinas. En cuanto a los rodaballos,
vendieron 7.400 toneladas por un valor de 63,6 millones de euros. Sabiendo que el ki
de dorada fue 11 céntimos mas caro que el kilo de lubina, se pide calcular el precio d
kilo de cada uno de los tres tipos de pescado anteriores.

Seanx, y, z el precio en euros por kilo de doradas, lubinas y rodaballos, respec-

tivamente.

. . 63,6:10° 636 .
Precio del kilo de rodaballo es= —>—"""" = 2> = 8,59459 euros/kilo.
7.400-10° kilos 74

13.740 - 103x + 23.440 - 103y + 7.400 - 103 - 8,59459 = 275,8 - 10°;
13.740x + 23.440y + 7.400 - 8,59459 = 275.800;
1.374x + 2.344y + 740 - 8,59459 = 27.580;
1.374x + 2.344y + 6.360 = 27.580; 1.374x + 2.344y = 21.220.
x=y+0,11.
1.374- (y + 0,11) + 2.344y = 21.220;

1.374y + 148,17 + 2.344y = 21.220; 3.718y = 21.220 — 148,17 = 21.071,83;

= 21507711;83 =567. x=y+0,11=567+0,11=5,78.

Precio en euros por kilo: doradas, 5,78; lubinas, 5,67 y rodaballos, 8,59.
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(x—1)?six<1

6°) Sea la funciofi(x) = {(x 1P six>1

a) Estudie su continuidad ¢r4, 4].
b) Analice su derivabilidad y crecimiento pr4, 4].
c) Determine si la funciog(x) = f'(x) esta definida, es continua y es derivable en

x = 1.

a)
La funcionf (x) es continua en su dominio, que es R, exceptoxpard, cuya
continuidad es dudosa. Se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

lir{l_ flx) = lirr%(x —1)2=0=f(1)
p - 1> x— x— N
arax lim f(x) =lim(x—1)3=0
x—1t x—1

= lir?_f(x) = lir{1+ f(x)=f(1)= 0= f(x) es continua en R, por lo tanto lo sera
X— X—
en cualquier intervalo finito que se considere.

f(x) es continua en [—4, 4].

b)
La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales.

2:-(x—1)six<1

f1e0 ={3-(x—1)2 six>1- FO)=10.

La funciéon f(x) es derivable en R, por lo tanto lo sera en [—4, 4].

Parax <1 = f'(x) < 0= Decreciente en (—4,1).

Parax >1= f'(x) > 0 = Creciente en (1, 4).

2:-(x—1)six<1

La funcion egy(x) = f'(x) = {3 =1 six>1



La funcidng(x) es continua en su dominio, que es R, exceptoxpard, cuya
continuidad es dudosa. Se estudia a continuacion.
lim g(x) =1lim(2x —2) =0 = g(1)
x—-1" x—1

lim g(x) = lim[3-(x — 1)2] =0
x—-1* x-1

Parax=1=>{

= liT_g(x) = lir{1+g(x) =g(1) = 0 = g(x) es continua para x = 1.
xX— xX—

La funciong(x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad es
dudosa; se estudia a continuacion.

I =@ =l e 1= A =22gaN=0.

La funcién g(x) no es derivable para x = 1.
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7°) Dados los puntoB(—3,1,2) y Q(—1,0,1) y el planor = x + 2y — 3z = 4, se
pide:

a) Hallar la proyeccion de Q solwe
b) Escribir la ecuacion del plano paralelea gue pasa por el punto P.

c¢) Escribir la ecuacion del plabperpendicular @ que contiene a los puntos Py Q.

a)
Un vector normal del plano esn = (1, 2, —3).
La rectar, perpendicular al plano que contiene al punt@(—1, 0, 1) tiene la
x=-1+21
siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétr'ﬂa{sf. = 21
z=1-31

El puntoQ’, proyeccion ortogonal d@ sobre el plana es la interseccion de la
rectar conm:

Xx=—1+2
13 (P CIED+2-2D-3- (13D =%

T=x+2y—3z=4
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El haz de planog paralelos a tiene por expresiop=x + 2y —3z+ D = 0.

De todos los infinitos planos del hgzel planor’ que contiene 8(—3,1,2) es
el que satisface su ecuacion:

y=x+2y—-3z+D =0

H_&LD}:—3+21—3-Z+D=0zD=7.

n'=x+2y—3z+7=0.

c)
Los puntos?(—3,1,2) y Q(—1,0,1) determinan el vectd?_Q) =(2,—-1,—1).



El planop pedido tiene como vectores directores=a (1, 2, —3) yﬁj y con-
tiene a cualquiera de los puntos dados, por ejer@gte], 0, 1). Su expresion general

. x+1 y z-1
es lasiguiente(Q; 7,PQ)=| 1 2 -3 |=0;
2 -1 -1

—2x+1)—-6y—(z—-1)—4(z-1)-3(x+1)+y=0;
—5(x+1)—-5y-5(z—-1)=0; x+D+y+(z-1)=0=>

p=x+y+z=0.
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8°) Se consideran dos sucesos A y B talesP@de = 0,5; P(B) = 0,25; P(ANB) =
0,125. Responder de manera razonada o calcular lo que se pide en los siguientes cas

a) Con C otro suceso, incompatible con Ay con B. ¢ Son compatibles los sucesos C
AUB?

b) ¢Son Ay B independientes?

¢) Calcular la probabilidag (A4 n B). d) CalcularP(B/A).

a)

Los sucesos A y B no son incompatibles ya (£
P(ANB) = 0,125 # 0. Por ser C incompatible con A y con
también lo sera con su unién. El grafico adjunto facilita la ¢
prensién del ejercicio.

Los sucesos C y (AU B) son independientes.

? Dos sucesos A y B son independientes cu&@fdan B) = P(A) - P(B):

P(A)-P(B)=0,5-0,25=0,125 = P(ANB).

Por lo expuesto anteriormente los sucesos Ay B son independientes.

c)

P=P(AnB)=1-P(AUB) =
=1-[P(A)+P(B)—P(ANB)] =
=1-(05+0,25-0,125) = p(%énE) = 1—P(AE§L;§B)
=1-(0,75-0,125) =1 - 0,625 = 0,375.
d)

P(AnB) _ P(A)-P(ANB) _

P(B/A) = P(4) P(4)

0,5-0,125 _ 0,375
= = =0,75.

0,5 0,5 —_— P(AnB)=P(A)-P(ANB)
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