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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los bloques A
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A
1 1 1
Cuestion A.- Encontrar el valor del determinante b® c¢?| en funcion dex, b y c.
a b c
1 1 1 1 0 0
a b’ c’| ={restando a cada columna la anterier} & b*-a’ c*-b*|=
a b c a b-a’ c’-p
b’-a® c®-b? (b+ a)(b-a) (c+ b)(c-b)

b’-a® c*-b’ _‘( b ¥ B+ ab &) (c B(E+bc+b?)

atb b+c
=(b- a)(c—b)( d+ abtf B +bc+c?

=( -b(acb%ab abc &6 3 bt b &b abB- B- & c-abc-bic)=

=( -b)a<)b de Be ab al=(b ¥ tiatﬁc— a)+b(c2—a2)]=
=( -b)ac)blcc )a (bt Jae h=( b ¥ e I ¢ § ab+acthc).

2l=—( & W a  b- ¢(ab+ ac+bc)

kkkkkkkkkk

A. Menguiano



x+y-z=1
Problema A.- Discutir el sistema de ecuaciof®s ay+az=5, en funcion del valor del
4x+az=5

paradmetrar. Resolverlo cuando sea compatible determinado.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 -1 11 -11
M=3 a a|yM=|3 a a 5]|.
4 0 a 4 0 a b

El rango de M en funcion del parametrces el siguiente:

11 -1
IM|=|3 a a|= &+ 4a+ 4 =+ =ala+§=0= a=0;8,=-5
4 0 a

az0
Para {a } = RangoM= RangoM '= 3=n° incognitas = Compatibledeterminado

11 -11 111

Paraad=0= M'=|3 0 0 5|= RangoM'={C,C,, C,} =|3 0 5|=
4 0 05 4 05

35
=4 5 =—(15- 20 =5#0 = RangoM '=3.
Para a=0 = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatille

1 1 -11

Parag=-5= M'=| 3 -5 -5 5|= {C,=-C,} = RangoM'=2.
4 0 -55

Paraa=-5 = RangoM= RangoM '=2<nCincégnitas= Compatibleindeterminado

b)

az0 : : :
Resolvemos par 45" para los cuales el sistema es compatible determinad
a —

Aplicando la Regla de Cramer:



11 -1

5 a a

(=120 aj_ a2+5a+5a—5a:a2+5a:1:X.
a(a+5) a(a+5) aa+5) —
11 -1
3 5 a

|4 5 a|_ m-15 4a+20-5a-3a_ a+5 _

Y= a(a+5) a(a+5) " da+s)
111
3 a b

. 4 0 5 _ B+20-4a-15_ a+5 :122
a(a+5) a(a+5) da+5) a
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BLOQUE B

Ax+ By+Cz+D =0
A'x+ By+C'z+D'=0
Ha b, c), describir el proceso para calcular el punto simétrico respecto ar.

Cuestion B.- Dada la rectas{ y un punto exterior a la misma,

Para una mejor comprension del ejercicio nos iremos guiando por el grafico
junto.

En primer lugar determinamos un vector director de la recta r, para lo cual be
con expresarla mediante unas ecuaciones param
n' tricas o continuas.

A continuacién determinamos el haz de pla-
_./ nos n perpendiculares a r, que tiene como vector
normal al vector director de r.

De los infinitos planos del haz, determi-
namos el plang? que contiene al punto & (b, c),
gue es el que satisface su ecuacion.

e
Seguidamente determinamos el punto N de

interseccion de la recta r con el plang que se

obtiene resolviendo el sistema que determinan Iz

rectary el plana’.

Finalmente, para determinar el punto P’, simétrico
de P con respecto a r, determinamos el veetor

De la igualacién de los vector@N=NP' se obtiene la expresion de P'.
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3x+ty+z=-1 OX+ 2y+22=-2 ) ) )
y { y . Estudiar si existe o no al-

Problema B.- Sean = yr,=

2X+y-z=-2 x+az=0
gun valor dex para el cual las rectas no se cortan. En caso negativo razona la respu
y en caso afirmativo calcular dicho valorae

3x+y+z=-1
. . 2X+y-z=-2 .
Las rectasiry r, determinan el sistema , que es equivalente al
ox+ 2y+2z=-2
x+az=0
3x+ty+z=-1
sistemaz x+ y-z=-2;.
x+az=0

Las matrices de coeficientes y ampliada del sistema son las siguientes:

31 1 31 1 -1
M=|2 1 -1jyM'=[2 1 -1-2].
1 0 a 1 0 a O

En funcion de los rangos de las matrices M y M’, la posicién relativa de las d
rectas es la siguiente:

Rango M = Rango M’ = 2= (Puntos comunes) Son rectas coincidentes.
Rango M = 2 ;; Rango M’ = 35 (No hay puntos comunes} Son rectas paralelas.
Rango M = Rango M’ = 3> (Puntos comunes)> Las rectas se cortan en un punto.

Rango M = 3 ;; Rango M’ = 4 (No hay puntos comunes) Las rectas se cruzan.

31 1
IM[=|2 1 -1|= -+ 2a=a-2=0= a=2.
1 0 a
311 -1 31 -1
Paraa=2= M'=[2 1 -1-2|= RangoM'={C,C, C}=[2 1 -2|=
1020 10 0

_‘1 -1

1 2‘:—2+1:—1;t0 = RangoM'=3.

Parao # 2 — Rango M = Rango M’ = 3.



Para a =2 — Rango M =2 ;; Rango M’ = 3.
Paraa # 2 las rectasly r, son secantes.

Parao = 2 las rectas; Iy 1, son paralelas.
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BLOQUE C

Cuestion C.- De una funcion f se sabe que es derivable en todos los puntos de la
real. Ademas se sabe que f(0) = 2 y que f(0) = -2. Se definen dos nuevas funciones
diante dx)=e'® y Hx)= f(e"). ¢Hay datos suficientes para hallar g’(0)? En caso afirme
tivo realizar dicho calculo y en caso negativo explicar por qué no es posible.

Por ser f derivable en todos los puntos de la recta real, también lo es la func

dx)=e'™,

También se sabe qugx) =e'™ >0, OxOR, por lo cual pueden tomarse logaritmos
neperianos en la expresiafix =e'™, obteniéndoseL] g(x)| = f(x).

Derivando la expresion anterio?M: f(3 = d(X¥=9gx)- f'(x).

g(x)

g(9=9(9 -f (9=-2-9(0).
Teniendo en cuenta qugx) =e'™, para x = 0 esf0)= &' =¢?.
Sustituyendo el valor obtenido dfo)=e? en la expresién dg'(0):

g(9=-2-9(0=-2-¢.
g'(0)=-2¢?
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Problema C.- Estudiar el dominio de definicion, los intervalos de crecimiento y dec
2x+1

(x+2)(x-1)

cimiento, los extremos locales y las asintotas de la funididr . Trazar un

esquema de su grafica.

Por tratarse de una funcién racional su dominio es R, excepto los valores re
de x que anulan el denominador:

(x+ Ax-2=0;;x=-2;;x,=1 = D(f)=R-{-2 1

Para estudiar el crecimiento y decrecimiento obtenemos la primera derivada,
niendo en cuenta que+ 2)(x-1)= x* +x-2:

F(x)= 2(x+ Ax—1-(+7-(2x+ ): 2-()3— X+ 2X— 2)—(4x2+4x+1):
(x+ 2 (x-1)° (x+ 2 (x-1)°

_ R+ x-2-4C-4x-1_ 20+ x-4-4C - 4x-1_ -2 -2x=5 _ (¢ +2x+5) _ £(x)
(x+2)°(x-1) (x+2)*(x-1 (x+2°(x-1  (x+ 2P (x-1) |

28+ 2x+5=0;; x= = XIR= —(2¢+ 2+85)<0, OxOR.

_—2¢4/4-40
4

Segun lo anterior y de la observacién de la derivada se deduce que:
La funcién es mondtona decreciente en su dominio.
Como no existen valores reales que anulen el numerador de la derivada:

La funcién no tiene maximos ni minimos relativos.

Las asintotas horizontales son los valores de la funcidn cuxandsw :

lim i i '
| 2X*1 _y - Larectay =0 (eje X) es asintota horizontal.

X o 400 X2 +X—-2

Las asintotas verticales son los valores finitos de x para los cuales se anula e
nominador:

(x+ Ax-9=0;; x=-2; %, =1.

Las rectas x = -2 y X = 1 son asintotas verticales.

Por ser el grado del numerador menor que el grado del numerador, la funciér
tiene asintotas oblicuas.



Con los datos obtenidos anteriormente y teniendo en cuenta que la funcion se «
para x = - %2, en el punto A(- %2, 0), (Que es un punto de inflexién), puede represent
la funcién cuya gréfica el la siguiente.

A AY }‘
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BLOQUE D

Cuestion D.- Se considera el intervale|[0, 16| y la particién dada por la siguiente ex-
presion: P = {0, 4, 8, 12, 14, 16}. Sea f la funcion definida fej=|x-7|. Calcular el

valor de la suma superior y la suma inferior de dicha funcion para la particion P del
tervalo | definida antes.

- X+7 si x<7

La funcion f(x)=|x-7| puede redefinirse de Iaforma(x):{ a7 S 27

La expresion de la suma superior viene dada por la expresion:

(- (x= xa)= (%) (5= %)+ 100) - (x,-x)+ - + (%) - (% =%,

n
i=1

La expresion de la suma inferior viene dada por la expresion:

SR (k- 0= 15 (= )+ 1(x)- (o mx) oo 1) (%~ %),

Teniendo en cuenta querx0,x=4,%=8,% =12, % =14y % =16, y que:
f(0) =7,1(4) =3, f(8) =1, f(12) =5, f(14) = 7 y f(16) = 9.

Suma superior:

n

> (x)-(x-%x4)= #4 3+4 54 72 9.2 28 13 26 14+18=92.

i=1

Suma superior = 92

YA

fX)= | x—7|

I
x

Suma superior



Suma inferior
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Problema D.- Hallar una primitiva de las funciong{g)=cos'x y g(x)= . Utili-

zando dichas primitivas, hallar el valor de las integrales deﬂrﬁd&x dx y j

4x° +1'

:I *cosx d>f cosx -Cos x-d:xJ' cos(-i sén)<-d;cj(cosxcosxseﬁx)-dx:

=I oS -x—oj‘xcos - x denx dx senxjcos x seh x dx=senx -1, =1.

senx =t 3
lI:J'seﬁx-cosx-dx: = I1:J't2-dt:t—:i-ser?x:|1
cos X- dx=dt 3 3

Sustituyendo el valor obtenido dedueda: # senw%- seri x+C.

J'co§ X ctx{ senx%- seﬁ% :(senn—:—lg-ser?nj—(seno—% sert oj:o—o:o.
0

0

]'Tcoé x-dx=0
0

2X

I
—

S S S 1 _1 _
I_I4X2+1 dx j(2x)2+1 dx = dx:%-dt Itz - dt= arctagt+C

=L arctag (2x)+C =1.

I\)

m

T dx  _ E arctag (2x)} = 6 arctag (277)) - 6 arctag (O)j = 0-0=0.

0 4x* +1 o

¢ d
J o =0
o 4x“+1
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BLOQUE E

Cuestion E.- Una persona regala a sus sobrinos los libros de su biblioteca de forma
regala a cada sobrino 17 libros. Ademas se sabe que si hubiese regalado al prime
brino un libro, al segundo dos, al tercero tres y asi sucesivamente también habria a
do la biblioteca. Con los datos anteriores, calcular el nimero de sobrinos y el nan
total de libros.

Sean x el nimero de sobrinos e y el numero de libros de la biblioteca.

y=17x. Como x e y son numeros naturales, el nimero de libros de la biblioteca
multiplo de 17.

Por otra parte, segun el hipotético segundo reparto, la suma de x nimeros na
les consecutivos, partiendo del 1, también tiene que ser multiplo de 17.

La suma de los x nimeros consecutivos viene dada por la formula de la sum:

los x términos de una progresion aritmeética de primer término 1, de diferencia 1 y
namero de términos x; es la siguiente:

y= 1%= 17-33=561=y.

La persona tiene 33 sobrinos y su biblioteca tiene 561 libros.
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Problema E.- A ambas orillas de un rio de 20 metros de ancho hay dos palmeras lz
frente a la otra. La altura de una es de 12 metros y la de la otra es de 8 metros. En |
pa de cada palmera se encuentran sendos pajaros que descubren un pez en la suj
del agua. Los pajaros se lanzan a la vez y a la misma velocidad alcanzando al p
mismo tiempo. ¢,A qué distancia de la base del tronco de cada palmera apareci6 el

Los triangulos AMC y BCN son rectangulos y tienen la hipotenusa igual, por s
iguales los recorridos de los dos pajaros.

Aplicando el teorema de Pitagoras a sendos triangulos:

EZ =122+ x2
= AC=BC = 1Z2+x*=8&+(20-x) ;;
BC =& +(20-x)?

144+ x> = 64 400 40+ x> :: 40= 464 144 : 4x=320:: x=8.

El pez apareci6 a 8 metros de la palmera mayor y a 12 metros de la menor.
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