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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los bloques A
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A

Cuestion A.- Encontrar las matrices A y B sabiendo que verifican las siguientes ec
ciones matriciales:

8 4 7 9 -2 16
2A+3B=|18 11 -16| :; -A+5B=[17 1 -10]|.
8 3 13 9 5 13
8 4 7
2A+3B=|18 11 -16
8 3 13 26 0 39 2 0 3
— 13B=| 52 13 -26|=13:|4 1 -2|=>
18 -4 32 26 13 39 2 1 3
~2A+10B=|34 2 -20
18 10 26
2 0 3
B=|4 1 -2
2 1 3
9 -2 16 10 0 15 9 -2 16 9 -2 16
- A+5B=[17 1 -10|;;A=5B-| 20 5 -10|=|17 1 -10|-|17 1 -10|=
9 5 13 4 5 15 9 5 13 9 5 13
12 -1
=3 4 0|=A
10 2
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2xX+ y+z=a

x+ y+2z=2a en funcion del valor de a. Resolver
2x+ y+3z=3
en los casos en que sea compatible.

Problema A.- Discutir el siste

211 211 a 211
M=[2 1 2|{;M=[2122a|; |M|=|2 1 2/=0{C,=C,} = Rangode M =2
21 3 213 3 213

Como el rango de M es menor que el nimero de incégnitas, el sistema no pL

ser en ningun caso compatible determinado. Para que sea compatible indetermina
rango de M’ tiene que ser 2, por lo tanto:

11 a
M={C, C,C}=|12 2a= 0;;6 &+t 2- A- &@-3=0;;3=3a;; a=1
13 3

Paraa#1 = RangoM# RangoM' = Incompatile

Paraa=1 = RangoM= RangoM '=2<n°incégnitas= Compatible Indeterminado

2xt+ty+z=1
Para a = 1 resulta el sistem&x+ y+ 2z =2
2x+ y+3z=3

Para resolver el sistema, parametrizamos una incognita (por ejemplo, x = k) y
solvemos el sistema resultante de eliminar una de las ecuaciones (por ejemplo, la t
ra):

+2z2=1-2k| -y-z=-1+2k
Y } y }:> z1

- =1+ 2k- y+1=1-2k ;; y=-2k
y+2z=2-2k| y+2z=2-2k » y y

Dando valores a k se obtienen las infinitas soluciones, por ejemplo:

x=0 x=1 X=-2
k=0=:y=0 ;; k=l= y=-2 ;; k=2 =><:y=4
z=1 z=1 z=1
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BLOQUE B

Ax+ By+Cz+D =0
Ax+ By+C'z+D'=
misma, describir el proceso para hallar un plano que contenga a la recta r y al puni
¢, Es Unico dicho plano? Razonar la respuesta.

Cuestion B.- Dada la rectas{ 0 y un punto P(a, b, c) exterior a la

. : m= Ax By+Cz+D =0
La recta r esta determinada por los plahos , que nece-
m= Ax By+C'z+D'=0

sariamente no pueden ser paralelos.

El haz de los infinitos planos que contienen a la recta viene expresado po
ecuacion:

n+k -n'=0, 0 [k.R Esdecir Ax By C# Dr K Axt By+C'z+D)=0 (¥

De los infinitos planos anteriores, solamente uno de ellos pasa por el punto P
terior a la recta r, por lo tanto, la ecuacidn anterior tiene que satisfacerse para las ¢
denadas del punto P, o sea:

A-a+ B-b+C.-c+D
A-a+ B'-b+C'-c+D'

A& Bb Co D KA -a B-b+C'-c+D)=0=>k=-

Sustituyendo en (*) el valor obtenido de k se obtiene el Unico plano que con
niendo a la recta r pasa por el punto P, tal como se nos pedia.
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Problema B.- Sea la recta cuya ecuacion en forma continmae)é;—l :y_—ll :27_1
sean los planog, = ¥ yw z=1 yn,=x+y-z=1. Si R es el punto de corte de r con
n, Yy P el punto de corte de r com, encontrar dichos puntos y la longitud del segmen:-

to que determinan.

x=1+k

La expresion de r por ecuaciones paramétricas=sy=1-k .
z=1-2k
El punto R, interseccion de r con, es:

(AK)+( 4k)+( 4 B)= 1;; 2 k+ tk+ + R=1;;3 Xk=1;;2k=2;; k=1

R(20-1)

El punto B, interseccion de r con, es:

(4K +( 4k)-(2 )= 1;;tk+ tk- % R=1;;H# %k=1;;2k=0;; k=0

N—

P(111

La distancia entre los puntos hallados es la siguiente:

¢ PP=v(x- X’ +(y- ¥ (z-2) =y(t ¥+(+ F(& ¥ =V1r1+4=6

d= PP, =+/6 unidades
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BLOQUE C

Cuestion C.- Explicar en qué consiste la regla de derivacion de funciones compuest:
regla de la cadena). Sfi()= ¥ +1 y g(x)=cosx?, utilizar dicha regla para calcular la
derivada de las funcione${ = { d %] y (X =d[f(x)).

Sabiendo que la derivada de una funcién f(x) en un punwere dada por la
formula:

r&J:xfl NQZ;QJ

Aplicando la misma férmula a una funcién compuesta, por ejerfipia)(x,):

o) ™ (2 9=(ro0ic) _ tm ol fla(e]

X - XO X—= 0 X - XO X_-XO

Multiplicando y dividiendo porg(x)- g(x,) la expresién anterior, queda:

(roa)= I [ A= ool sk

X= %[ d¥-glx) X=X,
im o] flal)]  Tim d¥)-alx) _ . = (foq)(x
= s = ) g(x)= (12 9 )
En general:

(6 8()= 16X a3 o (o H(¥=glfx) ()

Aplicando las férmulas obtenidas al ejemplo que se nos pide, seria:
)y 1o 'f P2 x;; @Gkcos k- d ¥=-2x senx’
HY= {d3l= H(9= f[ox] g(x)=] 2(cos %) (-2x senx’)=

=— 4x senX -coS X=-2x Sen(ZXZ): H'(x)

Ok bEk= L) & =l 2(%+ 7 senle+ 1] (2=
= 4x( x+3-ser(¥ +1" = 3(x)
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Problema C.- Sea f la funcion definida pb(x)z%z. Encontrar el dominio de
X X=

definicion de f, sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus asintotas. ¢ Tie
algun tipo de maximo o minimo?

Por tratarse de una funcion racional, el dominio de definiciébn de la misma es
conjunto de los nameros reales, excepto los valores de x que anulen el denominadol

x2+x—2:0;;x:_:Ii 1+8:_113:>{X1:1 = D(f)=R-{1,-2}
2 2 X, = =2

X .(XZ+ X— 2)—x2 (2x+1) _ 2@ +2¥¢ —4x-2xX°-x> _ X -4x = (%)

f'(x) = =

(x2+x—2)2 (x2+x—2)2 _(x2+x—2)2

El signo de f'(x) depende del numerador, ya que, el denominador es siempre p
tivo.

)5—4x—0,,x(x—4)—0:>{ = D Z D

f'(x)>0 = Creciente= (-0 ,— A0 (- 2,0)0(4, »)

f'(x)<0 = Decreciere = (0,90 (1, 4)

Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando X tiende a v
infinito; son de la forma y = k.

‘im lim x?
=k = fix)= E—
y X - 00 () X > 00X +xX-2 =y

x=0

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denomi 3
X

No tiene asintotas oblicuas. (Para que tenga asintotas oblicuas es necesario q
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador).

Los maximos y minimos son los valores que anulan la primera derivada, por ta
puede tener maximos y minimos en los puntos de abscisas 1y -2. (Para que existan



maximos 0 Minimos es necesario que no se anule, para esos valores, la segunda de
da).

g (2 W Bo(2 - 4) 2 ex 9 (o)

(x2+x—2)4
C(2¢ Yo+ x- 2-(2- &) -2-(2x+12) _
) (x2+x—2)3 )
_ 2R+ 2R- 4% 4R - 4x+ 8- {24+ ¥ —8X —4x) _
) (x2+x—2)3 )
_ 28— 8- B+ 8- AX +14¢ +8x _ - X +12¢ +8_ - AxX - 6x* —4) _ ()
(x2 + x—2)3 (x2 + x—2)3 (x2 + x—2)3

f"(o):_%:—1<o = Max(0,0)  f"(4)=— 164;96_4):§>0 = Min(4, gj
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BLOQUE D

Cuestion D.- ¢ Cuando se dice que una funcién P(x) es una primitiva de f(x)? Encon

s dy=x-e

una primitiva de las siguientes funciongl&) = m

Se dice que P(x) es una funcion primitiva de f(x) si y solo si la derivada de P
es igual a f(x), o sea: P’(x) = f(x).

Como quiera que todas las funciones que se diferencian en una constante tien
misma derivada, existen infinitas funciones primitivas de f(x). A este conjunto de |
infinitas funciones primitivas se denomina integral indefinida de f(x) y se expresa de

forma H{X =] f(x)-dx.

Ilzjf(x).dxzjm X = J‘(_+X;Elj dx— A B _

1

_ Ax A+Bx-2B _ A+ Bx+(A-2B) |A+B=1|-A-B=-1 B=j3
= = =

(x-2)(x+1) (x-2)(x+1) A-2B = 2

3

2., 1 1, 1 2 1
= 1:5 n +:—3jm dX:§ L(X_2)+§ L(X+1)+ C= L%/(X—Z)Z(X+l)+C=|1

X= U- dx=du
J:j é)).dx:jx.ex.dx:{é. e dvo. v:ex}: | = x.e‘—je‘.dx:

= x é-&+C=¢e(x-1)+C =1,

Nota: La segunda de las integrales se ha hecho por el método denominado “por p
tes”, cuya férmula es:| u- dw= u-v-{v-du.
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Problema D.- La curvy =2x* divide al cuadrado de vértices O(0, 0), A(1,0),B(1,1) y
C(0, 1) en dos recintos. Dibujar dichos recintos y hallar el area de cada uno de ellos.

y = 2%3

X=1

S

(ds)
4

> 24
A X
-2 -1 o) 1 2

El punto P es la interseccién de la cugwa2x® con la rectay = 1.:

y:2X2 1 1 1 (1 j
P = = 2¥=1; ¥ == x=t|-=+— = P ——,1
{yzl } 2 2 42 2
kS B 1 . 5 1y
' ' 3 2x* 2 1 J2
S= [ 1-dx- [ 2¢ -dx= [ (1-2X¥ dx:{x— == -
'([ '([ '([( ) . \/E 3

1
_1_2'2\/5_1_1_3—1 2 22 _\2 _5
J2 3 V2 32 3/2 3/2 32 3

H

N
7\
S
N

w

N
A
N

w| N |
Nl

1 -
3 1T
1 1 1+3\/E 3_3\/_2 2_3.2-2J2 _ 3\/_ P
R AN, 3/2 3.2 3 i

ngzi dx+j1 dx = { } +[x]
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BLOQUE E

Cuestion E.- En una caja hay monedas de tres tipos: de dos euros, de un euro y d
cuenta céntimos de euro. Se sabe que en total hay 33 monedas y el valor conjun
todas ellas es de 40 euros. ¢, Se puede determinar el nimero de cada tipo de mon:
Si la respuesta es afirmativa, encontrar el nimero de cada uno de los tipos de moi
Si la respuesta es negativa, encontrar al menos dos conjuntos diferentes de 33 mol

de los tipos descritos de manera que el valor total sea de 40 euros.

X °n danonedagle? euros

Llamando= Yy °n demonedagel euro
2 °n demonedagle 05 euros

X+ y+z=33 : : e )
— Sistema de dos ecuaciones con tres incognitas.
2x+ y+ 05z =40

Aplicando el Teorema de Rouché, siempre tiene solucion, ya que el rango dt
matriz de coeficientes es igual que el rango de la matriz ampliada, en este caso, 2. A

menor el rango que el nimero de incégnitas, el sistema es compatible indeterminadc

Para resolverlo se parametriza una de las incognitas, por ejemplo z, y se resL
el sistema resultante en funcién del parametro:

X+ y+z=33 K x+y=33-k - y=33-k-x
= z= =
2x+ y+ 052 =40 2x+y=40-05%| » y= 40-05k-2x

=33- k x 40 0% X ;% # 0% ;; y= 33 k- 7+ 0%=26-15k=y

Los valores que puede tener k son, en principio naturales, y ademas, debemo
ner en cuenta que tiene que ser par para que x e y sean naturales.

Los conjuntos de soluciones posibles son los siguientes:

X=8 X=9 x=10 x=11
k=2= y—:23 k=4= yTZO k=6={y=17 k=8=:y=14

x=12 x=13 x=14 x=15
k=10=:y=11 k=12=,y=8 k=14=.y=5 k=16=.y=2

10 2=12 2=14 2=15

(Para k = 18 resulta un valor negativo de y, que carece de sentido l6gico)
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Problema E.- Encontrar la Ultima cifra del nUmére 7*° +13*.

Las terminaciones de las sucesivas potencias de 7 son las siguientes:

7° 0 A - 1
70 e 7
7?0 EFMr- 9
7° 0 5 3
7' 0 FHr - 1
7° 0 5, 7

N4
7" OEM S r = @‘C_

En el caso que nos ocup@d’’ termina en el mismo nimero qag, o sea, en 1.

Las terminaciones de las sucesivas potencias de 7 son las siguientes:

13 0O 5 1
13 O R - 7
13 O 5 9
13 0 5 - 3
13 0 GFMr - 1
13 O M- 7

N |4
=13 00M-r = |C—

En el caso que nos ocupa,” termina en el mismo nimero quU&, o sea, en 9.

ElndmeroN = 7°°+13* termin aen0
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