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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Nota: Deberán contestarse la cuestión o el problema de cada uno de los bloques A, B, 
C, D y E. Cada uno de los ejercicios será valorado entre 0 y 2 puntos.  
 
BLOQUE A 
 
Cuestión A.- Encontrar las matrices A y B sabiendo que verifican las siguientes ecua-
ciones matriciales: 
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Problema A.- Discutir el sistema 

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 en función del valor de a. Resolver 

en los casos en que sea compatible. 
---------- 
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 Como el rango de M es menor que el número de incógnitas, el sistema no puede 
ser en ningún caso compatible determinado. Para que sea compatible indeterminado el 
rango de M’ tiene que ser 2, por lo tanto:  
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 Para a = 1 resulta el sistema: 
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 Para resolver el sistema, parametrizamos una incógnita (por ejemplo, x = k) y re-
solvemos el sistema resultante de eliminar una de las ecuaciones (por ejemplo, la terce-
ra): 
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Dando valores a k se obtienen las infinitas soluciones, por ejemplo: 
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BLOQUE B 
 

Cuestión B.- Dada la recta 




=+++
=+++

≡
0''''

0

DzCyBxA

DCzByAx
r  y un punto P(a, b, c) exterior a la 

misma, describir el proceso para hallar un plano que contenga a la recta r y al punto P. 
¿Es único dicho plano? Razonar la respuesta. 

---------- 

 La recta r está determinada por los planos 




=+++≡
=+++≡

0'''''

0

DzCyBxA

DCzByAx

π
π

, que nece-

sariamente no pueden ser paralelos.  
 
 El haz de los infinitos planos que contienen a la recta viene expresado por la 
ecuación: 
 

( ) 0'''':.,0'· =+++++++∈∀=+ DzCyBxAkDCzByAxdecirEsRkk ππ        (*) 
 
 De los infinitos planos anteriores, solamente uno de ellos pasa por el punto P ex-
terior a la recta r, por lo tanto, la ecuación anterior tiene que satisfacerse para las coor-
denadas del punto P, o sea: 
 

( )
'·'·'·'

···
0'·'·'·'···

DcCbBaA

DcCbBaA
kDcCbBaAkDcCbBaA

+++
+++−=⇒=+++++++  

 
 Sustituyendo en (*) el valor obtenido de k se obtiene el único plano que conte-
niendo a la recta r pasa por el punto P, tal como se nos pedía. 
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Problema B.- Sea la recta cuya ecuación en forma continua es  
2

1

1

1

1

1 −=
−
−=−≡ zyx

r  y 

sean los planos 11 21 =−+≡=++≡ zyxyzyx ππ . Si P1 es el punto de corte de r con 

1π  y P2 el punto de corte de r con 2π , encontrar dichos puntos y la longitud del segmen-
to que determinan. 

---------- 

 La expresión de r por ecuaciones paramétricas es: 


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 El punto P1, intersección de r con 1π  es: 
 
( ) ( ) ( ) 1;;22;;123;;12111;;12111 ===−=−+−++=−+−++ kkkkkkkkk  
 

( )1,0,21 −P  

 
 El punto P2, intersección de r con 2π  es: 
 
( ) ( ) ( ) 0;;02;;121;;12111;;12111 ===+=+−−++=−−−++ kkkkkkkkk  
 

( )1,1,12P  

 
 La distancia entre los puntos hallados es la siguiente: 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6411110121 2222
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BLOQUE C 
 
Cuestión C.- Explicar en qué consiste la regla de derivación de funciones compuestas (o 
regla de la cadena). Si ( ) 22 cos1)( xxgyxxf =+= , utilizar dicha regla para calcular la 
derivada de las funciones ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]xfgxJyxgfxH == . 

---------- 
 Sabiendo que la derivada de una función f(x) en un punto xo viene dada por la 
fórmula:  
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 Aplicando la misma fórmula a una función compuesta, por ejemplo, ( )( )0xgf � : 
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 Multiplicando y dividiendo por ( ) ( )0xgxg −  la expresión anterior, queda: 
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 En general: 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( )xfxfgxfgoxgxgfxgf '·'''·'' == ��  

 
 Aplicando las fórmulas obtenidas al ejemplo que se nos pide, sería: 
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Problema C.- Sea f la función definida por ( )
22

2

−+
=

xx

x
xf . Encontrar el dominio de 

definición de f, sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus asíntotas. ¿Tiene f 
algún tipo de máximo o mínimo? 

---------- 
 
 Por tratarse de una función racional, el dominio de definición de la misma es el 
conjunto de los números reales, excepto los valores de x que anulen el denominador. 
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 El signo de f’(x) depende del numerador, ya que, el denominador es siempre posi-
tivo. 
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Asíntotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a valer 
infinito; son de la forma y = k. 
 

( ) y
xx

x

x

ím
xf

x

ím
ky ==

−+∞→
=

∞→
== 1

22

2ℓℓ
 

 

Asíntotas verticales: son los valores de x que anulan el denominador:  




−=
=

2

0

x

x
. 

 
 No tiene asíntotas oblicuas. (Para que tenga asíntotas oblicuas es necesario que el 
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador). 
 
 Los máximos y mínimos son los valores que anulan la primera derivada, por tanto 
puede tener máximos y mínimos en los puntos de abscisas 1 y -2. (Para que existan los 
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máximos o mínimos es necesario que no se anule, para esos valores, la segunda deriva-
da). 
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BLOQUE D 
 
Cuestión D.- ¿Cuándo se dice que una función P(x) es una primitiva de f(x)? Encontrar 

una primitiva de las siguientes funciones ( ) ( )( ) ( ) xexxg
xx

x
xf ·;

12
=

+−
= . 

---------- 
 
 Se dice que P(x) es una función primitiva de f(x) si y sólo si la derivada de P(x) 
es igual a f(x), o sea:  P’(x) = f(x). 
 
 Como quiera que todas las funciones que se diferencian en una constante tienen la 
misma derivada, existen infinitas funciones primitivas de f(x). A este conjunto de las 
infinitas funciones primitivas se denomina integral indefinida de f(x) y se expresa de la 
forma ( ) ∫= dxxfxP ·)( . 
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Nota: La segunda de las integrales se ha hecho por el método denominado “por par-
tes”, cuya fórmula es:  ∫ ∫−= duvvudvu ··· . 
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Problema D.- La curva 22xy =  divide al cuadrado de vértices O(0, 0), A(1, 0), B(1, 1) y 
C(0, 1) en dos recintos. Dibujar dichos recintos y hallar el área de cada uno de ellos. 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 El punto P es la intersección de la curva 22xy =  con la recta y = 1: 
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BLOQUE E 
 
Cuestión E.- En una caja hay monedas de tres tipos: de dos euros, de un euro y de cin-
cuenta céntimos de euro. Se sabe que en total hay 33 monedas y el valor conjunto de 
todas ellas es de 40 euros. ¿Se puede determinar el número de cada tipo de monedas?. 
Si la respuesta es afirmativa, encontrar el número de cada uno de los tipos de moneda. 
Si la respuesta es negativa, encontrar al menos dos conjuntos diferentes de 33 monedas 
de los tipos descritos de manera que el valor total sea de 40 euros. 

---------- 

 Llamando 








→
→
→

⇒

eurosdemonedasdenz

eurodemonedasdeny

eurosdemonedasdenx

5'0º

1º

2º

 

⇒




=++
=++

405'02

33

zyx

zyx
   Sistema de dos ecuaciones con tres incógnitas. 

 
 Aplicando el Teorema de Rouché, siempre tiene solución, ya que el rango de la 
matriz de coeficientes es igual que el rango de la matriz ampliada, en este caso, 2. Al ser 
menor el rango que el número de incógnitas, el sistema es compatible indeterminado. 
 
 Para resolverlo se parametriza una de las incógnitas, por ejemplo z, y se resuelve 
el sistema resultante en función del parámetro: 
 

xky

xky

kyx

kyx
kz

zyx

zyx

25'040

33

5'0402

33

405'02

33

−−=
−−=

→
→









−=+
−=+

=⇒




=++
=++

⇒  

 
ykkkykxxkxk =−=−−−=+=−−=−−⇒ 5'1265'0733;;5'07;;25'04033  

 
 Los valores que puede tener k son, en principio naturales, y además, debemos te-
ner en cuenta que tiene que ser par para que x e y sean naturales.  
 
 Los conjuntos de soluciones posibles son los siguientes: 
 







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=

=

=
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





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=

=

=
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








=

=

=

⇒=










=

=

=

⇒=

8

14

11

8

6

17

10

6

4

20

9

4

2

23

8

2

z

y

x

k

z

y

x

k

z

y

x

k

z

y

x

k  

 



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
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=
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

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
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=

=

=
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








=

=

=
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








=

=

=

⇒=

16

2

15

16

14

5

14

14

12

8

13

12

10

11

12

10

z

y

x

k

z

y

x

k

z

y

x

k

z

y

x

k  

(Para k = 18 resulta un valor negativo de y, que carece de sentido lógico) 
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Problema E.- Encontrar la última cifra del número 14160 137 +=N . 

 
---------- 

 
 Las terminaciones de las sucesivas potencias de 7 son las siguientes: 
 

⇒ →⇒


















 →
 →
 →
 →
 →
 →

rTERMINAN

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

7

·········

77

17

37

97

77

17

5

4

3

2

1

0

 

 En el caso que nos ocupa, 1607  termina en el mismo número que 07 , o sea, en 1. 
 
 
 Las terminaciones de las sucesivas potencias de 7 son las siguientes: 
 

⇒ →⇒


















 →
 →
 →
 →
 →
 →

rTERMINAN

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

TERMINA

13

·········

713

113

313

913

713

113

5

4

3

2

1

0

 

 En el caso que nos ocupa, 1413  termina en el mismo número que 213 , o sea, en 9. 
 

0min137 14160 enaterNnúmeroEl +=  

 
********** 
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