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SEPTIEMBRE - 2002
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los blogques A
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A

Cuestion A.- Sean Ay B las matrices que siguen:

2X 2 3+X X 2 3
A=| 2 X 5 o B=l1 x 4].
10 6 x+5 5 6 X

Sabiendo que el determinante de B vale 7, utilizar las propiedades de los dete
nantes para calcular el valor del determinante de A.

2X 2 3+X X 2 3 2X 2 X
A=| 2 X 4+1|=| 2 x 4|+ 2 x 1|;;
10 6 x+5 10 6 Xx 10 6 5

X 2 3] [2x 2 X X 2 3 X 2 X
|Aj=| 2 x 4[+| 2 x 1|=2:]1 x 4/+2:]1 x 1|= 2.7+ 2:0=14=| A
10 6 x| |10 6 5 5 6 X 565

Nota: El valor del ultimo determinante es cero por tener dos columnas iguales.
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X-ytz=a
Problema A.- Se considera el sistema S dado par; x-z=-a . Discutir la compa-
2x-y=0
tibilidad en funcion del valor de a. Resolver en los casos de compatibilidad.

1 -11 1 -1 1 a 211
M=1 0 -1/;M'=[1 0 -1-a|; |[M[=[2 1 2|=-1+2-1=0
2 -1 0 2-10 0 2 13

Paraa#0 = Rangode M# Rango = Incompatibbe

Paraa=0 = RangoM= RangoM '= 2<n°incognitas= Compatible Indeterminado

Xx—y+z=0
Para a = O resulta el sistema-z=0
2x-y=0

De la segunda ecuacion: x = z. Haciendo z = k, resulta:

k
2 OKOR, (kz0)
k

N < X
1

Dando valores a k se obtienen las infinitas soluciones del sistema.
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BLOQUE B

Cuestion B.- Ser el plano de ecuaciom = Ax+By+Cz+D =0 y sea P un punto exte-

rior al mismo dado por P(a, b, c). Describir el proceso para calcular el punto simétt
de P respecto a.

En primer lugar tendremos en cuenta que un vector normal (perpendicular)
plano7n es v=(A B, C).

La ecuacion de la recta r que pasando por P es perpendigulas & que tiene
como vector director a y pasa por P; en forma de ecuaciones paramétricas es:

x=a+ Ak
r =< y=b+Bk
z=c+Ck

El punto de interseccion de r canes Qq, q,, 9,). El punto simétrico de P con
respecto az es P’(X, y, z) que se obtiene teniendo en cuenta que:

X=20, —-a

Pe QP [(a h(a b(9-d=[(xq) (y-q) (z-a)=y=20,-b
z=20,-C

El punto pedido es:@2g- a 2q - b, 2g, -c)

*kkkkkkkkk



Problema B.- Encontrar la ecuaciones paramétricas de la recta que contiene al p
P(2,1,3) y cuyo vector de direccién es perpendicular a los vectereg1,2,0) y
w =(1, 1, 2). Escribir la ecuacién de la recta en forma continua. ¢Pertenece el pu
Q(1,2 3) ala recta?

El producto vectorial de dos vectores es atrovector perpendicular al plano que
forman los vectores, por lo tanto, es perpendicular a los mismos:

= 4+k-Xk+2j=4i+2j-k = n=(421)

>
I
<
|
=
I
N
)N -
N O X

La recta pedida es la que tiene como vector director yapasa por el punto P;
Sus ecuaciones paramétricas son:

P(213) X = 2+4K
r(P; F) = = r=sqy=1+2k
n=(421) z=3-k

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es:

X—2 _ y—1: z-3
4 2 -1

r =

Veamos si el punto Q pertenece a r; tiene que satisfacer sus ecuaciones:

X—2 _y-1_ z-3
4 2 -1
Q(1273)

r

1-2,2-1,3-3 _ 1,
4 27 1 =
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BLOQUE C

Cuestion C.- Encontrar la ecuacion de la recta tangente para la fuifgjénx’ +16 en

un punto cualquiera x = a. ¢ Existe algun valor de a para el cual dicha recta tangente
ga de pendiente 1?¢ Existe algun valor de a para el cual dicha recta tangente pase
punto exterior a la curva O(0, 0)? Razonar las contestaciones si son negativas 0 re:
los célculos en caso de ser afirmativas.

f(x)=x'+16 = y=f(a)=a*+16 = Pa, a*+16)

f(¥=4% = m= f(ad=4a=m
La ecuacion de una recta que pasa por un punto conocida la pendiente es:
y_ M:: n(x_'xo j— y—-Gi44-169::4 é( Y= é ;; y_ ai_'16::4€PX—'4aA ;

t=4ax-y+(16-a*)=0

Para que la pendiente sea 1 tiene que cumplirse:

1 _\/I_l_l_i/z_
T 4y a=3—= - - =a
4 4 3fa 32 2

Para que la recta r pase por el punto O(0, 0) tiene que cumplirse que:

m=1 = 4a=1; &

4 4/n3 .4
16-3A'=0;; &' =16 ;; a:416—m— 2 —2\/3—: 2\/2_7:a

3 43 43 3 3
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Problema C.- Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento, los extremos Ic
les y las asintotas de la funcidiix) = ¥ - e *. Trazar su gréfica.

X 2x-& - x e _ x-&(2-x) _ x(2-x)
f = f' = = = = f'
(X) e :> (X) e2x e2x ex (X)
x =0

X, =2

f(x=0= x(2-x)=0 :{

El signo de f'(x) depende del numerador, ya que, el denominador es siempre p
2 \l’ S L S | 2 >
e

f'(x)>0 = Creciente= (-, 0)0(2, »)

tivo.

f'(x)<0 = Decreciert = (0, 2)

i 2 2 E-x2=-x e 2-2x-2x+x> X -4x+2 _,,
R R e e R

f"(O):e—ZO:%:2>O = Minimo = f(Q= 0= Min(0,0)

f”(2): 2 - 4'2+2:—22<

2

0054 = Max( 2, 054)
€ € € € ——

Para gque exista P. I. es condicion necesariafqlﬁﬁ):O, pero no es suficiente;
para que exista P. I. es necesario qu#x)# 0.

_ 4+16-8 _ 448 _ 4+ /2 _ X, =2+/2
= 5 = = =2+/2>

fUx=0=> x¥*-4x+2=0:; X
) 2 2 X, =2-~2

f"'(X):( X )4 é‘—(xz— &+ iexz - 4—X2+4x—2:—x2+6x—6:

. : X £(x)

(S e e
fr{2V2z0= Pl f(2+ﬁ)=£2;—+fxD 038= P | (341,038)

f{2v2z 0= P1.= f(2-42) KZ;Z—_\EXD 024= P 1 (059, 024)




Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a v
infinito; son de la forma y = k.

lim lim  x?
y=k= f(x)= % =2 = Ind. = {Aplicando L' Hopital} =
X —» 00 X > 00e 0
lim : ¢im
= 2—1( =2 = Ind.=> {Aplicando denuevo L' Hopital} = % =2_ 0

Asintota horizontal : y =0 (Eje X)

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denominador:

€20, 0 X] R = Notiene.

Asintotas oblicuas.

X2
[im f(x [im ax lim x ) im 1 1
m= 1) € - — = {L'Hopital} = —===0=m
X 5 00 X X - 00 X X - o0oe X - 0e 00

No tiene asintotas verticales.

La representacion gréafica es, aproximadamente, la que sigue:

f(x)

P. Il

Asintota horizontal X
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BLOQUE D

Cuestion D.- Describir en qué consiste el método de integracion por partes. Utilizar
cho método para encontrar una primitiva de la funcifx) = x -cos(3x).

El método de integracion por partes esta basado en la diferencial (derivada) d
producto, teniendo en cuenta que si u y v son dos funciones de x se cumple que:

du-y=du-v+u-dv

Teniendo en cuenta que la integral de una suma algebraicas de funciones es
a la suma algebraica de las integrales de las funciones, podemos escribir:

[ qu-y=]du-v+[u-dv

Teniendo en cuenta qedu-v)=u-v, la expresioén anterior puede ponerse de lz
forma:

j u- dv= u-v—jv-du

La expresion anterior es la que se conoce como la del método de integracion
partes.

Aplicando la formula anterior podemos determinar la integral de la funcion dad:

u= X-— du=dx

| =| x -cos(3x) -dx= =
J %) cos(3 k dx dvo v:%sen(sx)

- % x% selB )(—j% sen(3x)-dx:§ . selB )(—%j sen(3x) - dx =

:g - sen(3x) +% % cos(3 x+ C:é[ 3x-sen X)+ cos(3x)|+C = |
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Problema D.- La curvy = -x%, el eje OY y la curvay—16-2x* limitan un recinto fini-

to del plano. Trazar un esquema de dicho recinto y calcular su area haciendo usc
calculo integral.

v

-4 @) \ X
El punto de corte de ambas funciones es:

=-x°
y o 16}:—>€’:2>€+16;;x3+2x2+16:0
y= 2+

Resolviendo por Ruffini se obtiene la Gnica raiz real, que es x = 4.

La parabola es facil representar ya que es simétrica con respecto a Y; corta a
Y en el punto P(0, 16).

Con los datos anteriores ya podemos obtener el area pedida, que es la somb
en la figura.

0

Al( 510 dx[- % de [(%+19- de [ R+ dx= [(x+ ¥ +16)-dx=

-4

. 0
= X2 1 :O—(64—%+64j:%u2:A
4 3 . 3 3
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BLOQUE E

Cuestion E.- Se sabe que los lados de un triAngulo tienen longitud entera cuando s
presan en centimetros, y que el perimetro del triangulo es de 8 centimetros. Llaman
al area del triangulo, calcular todos los valores posibles de S.

Supongamos que los lados son a, b y ¢ yapie>c. Los casos que pueden pre-
sentarse son los siguientes:

a=6cm
b=1cm ;= No se puede construir debido a qae:b +c.
c=1lcm
a=5cm
b=2 cm; = NoO se puede construir debido a qae:b +c.
c=1lcm
a=4cm
b=3 cm;= No se puede construir debido a qae:b +c.
c=1lcm
a=4cm
b=2 cm; = No se puede construir debido a qae:b+c.
c=2cm

a=3cm

b=3 cm; = Es el Unico caso que se puede construir, por |o tanto la solucién es Unica
c=2cm

Se trata de un triangulo isésceles cuyos datos se obtienen a continuacion:

Por el teorema de Pitagoras:

h=+v 3-1=491=4/8=2J2 cm=h

S:Céh: 2202 _ 5 5 = s
senA= senB:g:Z—f: 09428 = A=B= 7( 31 44"

C=180-(A+B)= 18@ 14P 3 28= 3856 32'=C
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Problema E.- Dos alumnos de segundo curso discuten sobre el valor de la pote

L : 1 3 : .
enésima de la matria = 0 2| Uno afirma que para cada n natural se verifica que

n

1 32" -1 : . 1 3
A" :{O 3( o )} y el otro dice que la verdadera formula Alees A" :{O } ¢Al-
guno de ellos esta en lo cierto? Razonar la cuestion.

A2=A'A:E zHcl) ﬂ{é ﬂ{; 3(2;_1)}

e aclt 9] 1 3}{1 21}{1 :-(23—1)}

0 4 |02 |0 8]0 2

ho Aol 9] [2 21}{1 45}{1 3(244—1)}

0 4 |0 8 0 16] |0 2

ol

2

Por lo anterior se deduce que tiene razon el primero de los alumnos.
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