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Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los blogues A
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A
100 2 00
Cuestion A.- Dadas las matricés=|1 2 4| y B=|2 2 0|, estudiar el rango de la
1 2 4 0 0 2
matriz A- AB en funcién del valor dd .
100 2 00 1 00 22 0 O
SeaM=A-A-B=|1 2 4|-A-|12 2 0|=]1 2 4|-|21 24 0 |=
12 4 0O 0 2 1 2 4 0O 0 24
1- 21 0 0
= 1-20 2-24 4 |=M
1 2 4-2A
1- 21 0 0
IM|=|1-20 2-24 4 |=(% 2)(2 2)(4-21)-41-21)=
1 2 4-2A

=(4R[( 22 42-]8(2 2)(8 4-3+ #-9=(1- 2)(1221+42)=

=MN(1-2)A1+3=0= A,=0;; 1,=-3;; A, =

N =
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Para {)I 20, A £#-3 A ¢%}:> Rango A-AB=3

100
Para A=0 = M=A-0-B=A=|1 2 4|= RangoM =2
12 4
700
ParaA=-3=> M=|7 8 4| = RangoM =2
1 2 10
00O
Para/l:%:M: 0O 1 4| = RangoM =2
1 2 2

Para {/1 =0, A=-3 A :%}::» Rango A-AB =2
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xt2y+z=A
Problema A.- Dado el sistema de ecuacioBes x+ y+z=B demostrar que es com-
x+ y-z=C
patible determinado para cualquier valor de A, By C y encontrar la solucion en func
de dichos valores.

Segun el Teorema de Rouché-Frébenius, para que un sistema de ecuaciones
les de tres ecuaciones con tres incognitas sea compatible determinado, los rangos ¢
matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser iguales e igual al nUmero de incc¢
tas, que en este caso es tres.

12 1
El rango de la matriz de coeficientess=| 1 1 1
11 -1
12 1
IM[=]1 1 1|=-% ¥ 2-1-1+2=2#0 = RangoM =3
11 -1

Por ser la matriz ampliada de dimensién 3 x 4, el rango maximo que puede te
es tres. Teniendo en cuanta que las tres primeras columnas de la matriz ampliada st
tres columnas de la matriz de coeficientes, independientemente de los valores de A
C, el rango de la matriz ampliada es tres, lo cual demuestra lo pedido.

Aplicando la Regla de Cramer, las soluciones del sistema en funcion de los v:
res de A, By C son los siguientes:

A2 1
B 1 1
(oIC 1 -1 - A Br2C- C- A+2B_-2A+3B+C _
3 3 3
1 A 1
1B 1
|1 C -1 -B AC-B-C+A_2A-2B _
A 3 T
12 A
11 B
,_11 1 Cl_ o A2B AB-2C_B-C_,
3 3 3
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BLOQUE B

Cuestion B.- Explicar un procedimiento para determinar si los cuatro puntos diferer
del espacioR(x, v, z), R(x, Y. z), R(x, Y. z) ¥ R(x, v, z,) pertenecen a
un mismo plano. Aplicar dicho procedimiento para decidir si los puafosi, 2),

B( 0 2 3.c(1 11 y D(1 2 3) pertenecen o no a un mismo plano.

Los puntos R(x, ¥, z), R(%, ¥ z), R(x, ¥, z) ¥y R(x, v, 2z) son
coplanarios cuando los vectores= PP, v= PR y w=PP, sean linealmente de-
pendientes, o sea, que el rango de la matriz que forman tenga de rango dos.

m BB P R(x Yy A-(x ¥ 2=(%x-% v-% 2-2)
% PR P R(xy (¥ ¥ 2=(%% %% z-2)
w BR P R(x Yy A-(x ¥y D=(x—% %~ % z-2)
Para que los puntos estén en un mismo plano tiene que cumplirse lo siguiente:
o X=X %TX XX

RanQO{U, v, W}=2 = | %% %V Y.-V.|=0
-7 2-7 z-%

Para los punto#(0, 1, 2), B( 0, 2, 3,C(1 1 3 y D(1, 2, 3), seria:
u=AB=B-A=(02 3(0 1 93=(0 1 1)
v=AC=C-A=(11)-(01 23=(1 0 -1).

‘w=AD=D-A=(12 3-(0 1 2=(1 1 1)
01 1

Rango{ﬁ, T/, W} =110 -1=1-1+1=1#0 = Rango{_lj, V, W}:S
11 1

Los puntos A(O, 1, 2), B(0, 2, 3), C(1, 1, 1) y D(1, 2, 3) no son coplanarios.
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Problema B.- Se sabe que la recta r corta perpendicularmente alplagae el punto
A(3, 4, 0) pertenece a la recta r. Se sabe ademas que el vee{(@; 1, 1) tiene como

extremo y origen dos puntos del planoy lo mismo ocurre con el vector = (1, 0 1).

Calcular la ecuacion de la recta r. ¢ Son suficientes los datos anteriores para hall
ecuacion del plana ? Razonar la respuesta.

Teniendo en cuenta que si una recta es perpendicular a un plano lo es a tode
rectas contenidas en el plano, se deduce que la recta r (y como consecuencia cua

vector director) es perpendicular al plano al que pertenecen los veatoyes .

Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es otro vector perpendicul:
plano que determinan los dos vectores, el veatorirector de la recta r puede ser:

=i+j-k=(11 -1)=w

O B —
PR X

i
w=ulldv =0
1

La recta r puede determinarse por su vector direater(1, 1, -1) y el punto
A(3, 4, 0) por el cual pasa.

La ecuacion de resr=(x,y,z)=(3 4 0+A(1 1 -1).

El plano 7 no puede determinarse por no conocer ninguno de sus puntos. .
embargo, por ser perpendicular a r, su vector normal es el vector director de la rec
La expresion de la ecuaciéon deseria de la forman = x+ y-—z+D =0.

La ecuacion anterior representa al haz de planos paralelos al que pertenece
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BLOQUE C

Cuestion C.- ¢ Qué significa que la regta ax+b sea una asintota oblicua para la fun-
X* +cx° .,
en funcion del

cién f(x)? Encontrar la asintota oblicua para la funcigr) = T E
X

valor de c.

Para que una rectg= ax+b sea asintota oblicua de una funcion, su pendiente
tiene que ser igual a la pendiente en el infinito de la funcion, es decir:

f(x)-b _ lim f(x) lim b_

y—-b [im
y=ax+tb = a= = a= = — -
lim f(x lim  f(x
_ (), () _,
X -0 X X -0 X

El valor de b se determina de igual forma:

lim
¥+ b= bsy-ax = b= [ £(x) - ax]
— 00

Aplicando las férmulas anteriores al caso planteado seria:

X+ cx?

Lo lmof() _dim o 3ees M Xeod M @eox_1_
X500 X X 0 X X500 3X+5x X o o0 3x*+5 3
lim lim (x+cx? 1 lim  3» + 3cx — 3x® —5x

b= [ f(X)-ax] = - —Ix|= - =
X - o0 X >0 X +5 3 X — o0 Ox- +15

lim 3cx*-5x _3c_c _

X0 X2+15 9 3
X2 + cx?

La ecuacién de la recta asintota oblicua a la fundife) = 1 e en funcion
X~ +

de c es la siguiente:

y=lyiC
3 3
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Problema C.- Sea f la funcién definida pdry =2 X + a¥ + bx+c. Encontrar los valo-

res de a, b y ¢ para los cuales f tenga sus extremos en los puntos x =1y x = 2 y de
ma que el punto P(1, 6) pertenezca a la gréafica de f.

Por pasar por P(1, 6) = f(1)=2+ at bt c=6;; atb+c=4 (1)

f{l= 0= 6+2a+b=0; 2a+tb=-6 (2
f(X=6X+2ax+b =
f (2= 0= 6-4+4a+b=0;; 4a+tb=-24 (3

De las ecuaciones (2) y (3):

4a+b:—24} 4a+b:—24} = Z2=-18; a=-9
ﬁ+b:—6;;2(— 9+b:—6;;_18+b:_6;;b:12

Sustituyendo en la ecuacién (1) los valores obtenidos de a y b, resulta:

at+tb+c= 4 ;- % 12c=4:;;c= 4+ 9-12=1=c

La funcién resubn tees f(X)= 2¢ - 9 +12x+1
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BLOQUE D

aX +bx+c

(x-1)x-2)

Cuestion D.- Explicar el proceso para calcular la integmj -dx. Aplicar

2 F—
dicho procedimiento al calculo de= J' (X ax+5 - dx.

x-1)(x-2)

En primer lugar, y si es posible, se factoriza la expresdn bx +c; siendo las
raices de la ecuaciémx + bx+ c=0, x y x, s: ak+ bxt c= d x— x)(x—x,).

Si es posible, se simplifica la fraccié% x= % )(x=x,)
(x=1)(x-2)

, que se resuelve facilmente mediante el siguiente cambio de var

, resultando una fraccion

+
de la forma Mx+N
X_

bles: x- p=1t;; dx=dt.

En caso general, (no se puede simplificar), se procede del modo siguiente:

. L, axX + bx+c _ Bx+C :
Haciendo la division, result 1)( 2) = A+———. Teniendo en cuenta
X— X—=

(x-1)(x-2)

gue la integral de una suma de funciones es la suma de las integrales, seria:

-Odx=Ax+1,.

aX + bx+c Bx+C
it ey oy Rl e G (e

La integral | se resuelve de la forma siguiente:

Bx+C
Raale= e

. Bx+C .
La fraccion——-—— se puede trasformar en la suma de dos fracciones el

(x=1)(x-2)

I Bx+C M N
mentales, de la siguiente forma: = + :
x-(x-2 x-1 x-2

Para determinar los valores de M y N tenemos en cuenta que:

Ax+B  _ M N _ M(x=2)+N(x-1) _ Mx-2M+Nx-N _
(x-9x-2 x-1 x-2  (x-9)(x-2) (x-1(x-2)
M+N=B
:(M+N)X+(_2M_N) = = ( deaquiseobtienenM y N)
(x-1(x-2) -2M-N=C

Sustituyendo los valores de M y N, resulta:



M N
IZ:I(X——ler—Zj dx = j— dx + > -dx = Mj— dx+Nj— dx =

=M -L(x=2)+N -L(x-2)+K =1,

Sustituyendo: 1= Ax+ M - L(x=1+ N - L(x-2)+K

La resolucién de la integral= jﬁ - dx es como sigue:
(x=1)(x-2)
+ / p—
X*=4x+5=0;; x= %620 = xOR= (no se puede descomponer).

(%A% 2= R -2x— x+2=x* -3 +2

Efectuando la division resulta:

X —d4x+5_ (X -3+ 2+ (-x+3 X -3+2, -x+43 . -x+3
X —3x+2 X° —3x+2 x—3x+2 X° = 3x+2 X —3x+2

Segun lo anterior, la resoluciéon de la integral es como sigue:

I:j%-dx:j{l+(x_x—+3} cdx=[1- dx+jx—3 dx=x+1, =1

x-1)(x-2 -1)(x-2) 1)(x-2)
-x+3 _ M N _ M(x=2)+N(x-1) _ Mx-2M+Nx-N _
(x=Ax-2 x-1 x-2 (x=1)(x-2) (x-1(x-2)

_(M+ N)x+(-2M - N) M+N=-1
(x-1)(x-2) -2M-N=3

-X+3 -2 1 -2
R R [P = R PR P

1 e _olx=2
2-dx——2L|x—1|+L|x—2|+K—L +K =1,

(x=1)

=-2. j— dx +

| = x+| —x+L|X_2|+K—I
1 (X__])Z
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Problema D.- Trazar un esquema grafico del recinto finito del plano limitado por |
rectasy =16x, y =9x y la curva y:% y situado en el primer cuadrante. Calcular el

area de dicho recinto.

Los puntos de corte de la curva con cada una de las rectas son los siguientes:

YTX 2o =16 168 =1 X =1 x=t (x>0) = P(E, 4)
y=16x| X 16 4 4
=1 1 1 1 1

Tx (2—=9x;;9%¢=1;; X == X:_(X>O):>Q(_’3j
y=9x| X 9 3 3

La representacion grafica de la situacion es, aproximadamente, la siguiente:

Y4 ’
a|p

y=16x |9 S

5
o

O‘%% 1 2 3 4

De la observacion de la figura se deduce que el area pedida es:

Wl
I =

S=

Ot |
—

(16x-9x) - dx+j(§— 9)9 - dx= (7x)-dx+j(§—9xj -dx =

4

0

N



v

N

—£+ Lﬂ
2 3

=—+ L1—L3—1—(L1— L4—3j =
32 2 32

:L%u2D02877uz:S

32 2
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BLOQUE E

Cuestion E.- En una bolsa hay monedas de dos tipos: de cinco céntimos y de dos ¢
mos de euro. En total hay 42 monedas y su valor total es de 1'74 euros. ¢ Cuantas n
das hay de cada clase?

Supongamos que x es el nimero de monedas de 5 céntimos e y es el nUme
monedas de 2 céntimos.

X+y=42 X+y=42 - 2X—2y=-84
= X=90;; x=30
00x+ 002 =174 4

5+ 2y =17 5+ 2y =174

X+y=42;,30ty=42;; y=12

En la bolsa hay 30 monedas de 5 céntimos vy 12 monedas de 2 céntimos.
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Problema E.- ¢ Cuantas diagonales tiene un poligono regular de 20 lados? ¢ Cuanta
gonales tiene un poligono regular de 40 lados?

Teniendo en cuenta que la diagonal de un poligono regular es el segmento
une dos vértices no consecutivos, en el caso de un poligono regular de n lados, el n
ro de diagonales son las combinaciones de n elementos tomados de dos en dos, r
el n (los lados no son diagonales y unen vértices).

El nimero de diagonales (N) de un poligono de n lados es:

Vo2 fora

En el caso de 20 lados:

=190 diagonales= N,

20) _ 20! _20-19-18! _ 20-19

Ny, =Cpo, =| | = =
20 7 202 (2 (20-2)t-21  181.2 2

En el caso de 40 lados:

=780 diagonales= N,

40) _ 40! 40-39-38! _ 40-39

No=Cuo=| ., |=
0 7 a0 2 (2 (40-2)1-21  381.2 2
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