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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Nota: Deberán contestarse la cuestión o el problema de cada uno de los bloques A, B, 
C, D y E. Cada uno de los ejercicios será valorado entre 0 y 2 puntos.  
 
 

BLOQUE A 
 
 

Cuestión A.- Dadas las matrices 
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Problema A.- Dado el sistema de ecuaciones 
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2
 demostrar que es com-

patible determinado para cualquier valor de A, B y C y encontrar la solución en función 
de dichos valores. 

---------- 
 
 Según el Teorema de Rouché-Fröbenius, para que un sistema de ecuaciones linea-
les de tres ecuaciones con tres incógnitas sea compatible determinado, los rangos de las 
matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser iguales e igual al número de incógni-
tas, que en este caso es tres. 

 El rango de la matriz de coeficientes es 
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 Por ser la matriz ampliada de dimensión 3 x 4, el rango máximo que puede tener 
es tres. Teniendo en cuanta que las tres primeras columnas de la matriz ampliada son las 
tres columnas de la matriz de coeficientes, independientemente de los valores de A, B y 
C, el rango de la matriz ampliada es tres, lo cual demuestra lo pedido. 
 
 Aplicando la Regla de Cramer, las soluciones del sistema en función de los valo-
res de A, B y C son los siguientes: 
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BLOQUE B 

 
Cuestión B.- Explicar un procedimiento para determinar si los cuatro puntos diferentes 
del espacio ( )1111 ,, zyxP , ( )2222 ,, zyxP , ( )3333 ,, zyxP  y ( )4444 ,, zyxP  pertenecen a 
un mismo plano. Aplicar dicho procedimiento para decidir si los puntos ( )2,1,0A , 

( ) ( ) ( )3,2,11,1,1,3,2,0 DyCB  pertenecen o no a un mismo plano. 
 

---------- 
 
 Los puntos ( )1111 ,, zyxP , ( )2222 ,, zyxP , ( )3333 ,, zyxP  y ( )4444 ,, zyxP  son 

coplanarios cuando los vectores 413121 , PPwyPPvPPu ===  sean linealmente de-
pendientes, o sea, que el rango de la matriz que forman tenga de rango dos. 
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 Para que los puntos estén en un mismo plano tiene que cumplirse lo siguiente: 
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 Para los puntos ( )2,1,0A , ( ) ( ) ( )3,2,11,1,1,3,2,0 DyCB , seria: 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1,1,12,1,03,2,1

1,0,12,1,01,1,1

1,1,02,1,03,2,0

=−=−==

−=−=−==

=−=−==

ADADw

ACACv

ABABu

. 

 

{ } { } 3,,01111

111

101

110

,, =⇒≠=+−=−⇒ wvuRangowvuRango  

 
Los puntos A(0, 1, 2), B(0, 2, 3), C(1, 1, 1) y D(1, 2, 3) no son coplanarios. 
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Problema B.- Se sabe que la recta r corta perpendicularmente al plano π  y que el punto 
A(3, 4, 0) pertenece a la recta r. Se sabe además que el vector ( )1,1,0=u  tiene como 

extremo y origen dos puntos del plano π  y lo mismo ocurre con el vector ( )1,0,1=v . 
Calcular la ecuación de la recta r. ¿Son suficientes los datos anteriores para hallar la 
ecuación del plano π ? Razonar la respuesta. 
 

---------- 
 
 Teniendo en cuenta que si una recta es perpendicular a un plano lo es a todas las 
rectas contenidas en el plano, se deduce que la recta r (y como consecuencia cualquier 
vector director) es perpendicular al plano al que pertenecen los vectores vyu . 
 
 Sabiendo que el producto vectorial de dos vectores es otro vector perpendicular al 
plano que determinan los dos vectores, el vector w , director de la recta r puede ser: 
 

 ( ) wkji

kji

vuw =−=−+==∧= 1,1,1

101

110  

 
 La recta r puede determinarse por su vector director ( )1,1,1 −=w  y el punto 

( )0,4,3A  por el cual pasa.  
 
 La ecuación de r es:  ( ) ( ) ( )1,1,10,4,3,, −+=≡ λzyxr . 

 
 El plano π  no puede determinarse por no conocer ninguno de sus puntos. Sin 
embargo, por ser perpendicular a r, su vector normal es el vector director de la recta r. 
La expresión de la ecuación de π  sería de la forma: 0=+−+≡ Dzyxπ . 

 
 La ecuación anterior representa al haz de planos paralelos al que pertenece π . 
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BLOQUE C 

 
Cuestión C.- ¿Qué significa que la recta baxy +=  sea una asíntota oblicua para la fun-

ción f(x)? Encontrar la asíntota oblicua para la función ( )
53 2

23

+
+=

x

cxx
xf  en función del 

valor de c. 
---------- 

 
 Para que una recta baxy +=  sea asíntota oblicua de una función, su pendiente a 
tiene que ser igual a la pendiente en el infinito de la función, es decir:  
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 El valor de b se determina de igual forma: 
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 Aplicando las fórmulas anteriores al caso planteado sería: 
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 La ecuación de la recta asíntota oblicua a la función ( )
53 2

23

+
+=

x

cxx
xf  en función 

de c es la siguiente: 
 

33

1 c
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Problema C.- Sea f la función definida por ( ) cbxaxxxf +++= 232 . Encontrar los valo-
res de a, b y c para los cuales f tenga sus extremos en los puntos x = 1 y x = 2 y de for-
ma que el punto P(1, 6) pertenezca a la gráfica de f. 
 

---------- 
 
 ( ) )1(4;;621)6,1( =++=+++=⇒ cbacbafPporpasarPor  
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 De las ecuaciones (2) y (3): 
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 Sustituyendo en la ecuación (1) los valores obtenidos de a y b, resulta: 
 

ccccba ==−+==++−=++ 11294;;4129;;4  

 
( ) 11292tan 23 ++−= xxxxfesteresulfunciónLa  
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BLOQUE D 

 

Cuestión D.- Explicar el proceso para calcular la integral ( )( ) dx
xx

cbxax
I ·

21

2

∫ −−
++= . Aplicar 

dicho procedimiento al cálculo de ( )( ) dx
xx

xx
I ·

21

542

∫ −−
+−= . 

 
---------- 

 
 En primer lugar, y si es posible, se factoriza la expresión cbxax ++2 ; siendo las 
raíces de la ecuación 21

2 ,0 xyxcbxax =++  es: ( )( )21
2 xxxxacbxax −−=++ . 

 

 Si es posible, se simplifica la fracción 
( )( )
( )( )21

21

−−
−−

xx

xxxxa
, resultando una fracción 

de la forma 
px

NMx

−
+

, que se resuelve fácilmente mediante el siguiente cambio de varia-

bles: dtdxtpx ==− ;; . 
 
 En caso general, (no se puede simplificar), se procede del modo siguiente: 
 

 Haciendo la división, resulta ( )( ) ( )( )2121

2
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A
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. Teniendo en cuenta 

que la integral de una suma de funciones es la suma de las integrales, sería: 
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 La integral I1 se resuelve de la forma siguiente: 
 

 La fracción ( )( )21 −−
+
xx

CBx
 se puede trasformar en la suma de dos fracciones ele-

mentales, de la siguiente forma: ( )( ) 2121 −
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 Para determinar los valores de M y N tenemos en cuenta que: 
 

( )( )
( ) ( )
( )( ) ( )( )

( ) ( )
( )( ) )(

221

2

21

2

21

12

2121

NyMobtienenseaquíde
CNM

BNM

xx

NMxNM

xx

NNxMMx

xx

xNxM

x

N

x

M

xx

BAx

⇒







=−−

=+
⇒

−−
−−++=

=
−−

−+−=
−−

−+−=
−

+
−

=
−−

+

 

 
 Sustituyendo los valores de M y N, resulta: 
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 Sustituyendo:  ( ) ( ) KxLNxLMAxI +−+−+= 2·1·  

 

 La resolución de la integral ( )( ) dx
xx
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I ·
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 Efectuando la división resulta: 
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 Según lo anterior, la resolución de la integral es como sigue: 
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Problema D.- Trazar un esquema gráfico del recinto finito del plano limitado por las 

rectas xyxy 9,16 ==  y la curva  
x

y
1=  y situado en el primer cuadrante. Calcular el 

área de dicho recinto. 
---------- 

 
 Los puntos de corte de la curva con cada una de las rectas son los siguientes: 
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 La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 De la observación de la figura se deduce que el área pedida es: 
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BLOQUE E 

 
Cuestión E.- En una bolsa hay monedas de dos tipos: de cinco céntimos y de dos cénti-
mos de euro. En total hay 42 monedas y su valor total es de 1’74 euros. ¿Cuántas mone-
das hay de cada clase? 

---------- 
 
 Supongamos que x es el número de monedas de 5 céntimos e y es el número de 
monedas de 2 céntimos. 
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En la bolsa hay 30 monedas de 5 céntimos y 12 monedas de 2 céntimos. 
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Problema E.- ¿Cuántas diagonales tiene un polígono regular de 20 lados? ¿Cuántas dia-
gonales tiene un polígono regular de 40 lados? 
 

---------- 
 
 Teniendo en cuenta que la diagonal de un polígono regular es el segmento que 
une dos vértices no consecutivos, en el caso de un polígono regular de n lados, el núme-
ro de diagonales son las combinaciones de n elementos tomados de dos en dos, menos 
el n (los lados no son diagonales y unen vértices). 
 
 El número de diagonales (N) de un polígono de n lados es: 
 

( ) !2·!2

!
22, −

=






==
n

nn
CN n  

 
 En el caso de 20 lados: 
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 En el caso de 40 lados: 
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