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Nota: Deberan contestarse la cuestion o el problema de cada uno de los blogues A
C, Dy E. Cada uno de los ejercicios sera valorado entre 0 y 2 puntos.

BLOQUE A
11 ab 0 aO0b
., : 011 a 1 000
Cuestidon A.- Sean las matricés= y B= . Se sabe que las
0 0alil 0010
0 0 b 3 0 2 05

dos matrices tienen su determinante igual a 1. ¢Hay datos suficientes para calcula

valores de a y b? Si la contestacion es afirmativa, hallar dichos valores, si no lo es
zonar el motivo.

11 ab !
011 a a1l
|A|= =|0 = =3-b=1 (1
00al b 3
00b 3
0O ao0b
1000 | a b
|B| = =-0 1 0/=- =—(m-)=-m+ D=1 (2
0010 |, 2 5
0205

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

3a—b=1} 6a—2b=2}

B+ D=1 -Sa+h=1( — 2=35 Bb=159-b=15b=8
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X+ y+z=1

Problema A.- Dado el sistem@& x+ y+ z=a , discutir su compatibilidad en funcién
3x+ ytaz=2

del parametro a.

<

I
w N P
PR e
L

1
M=) 2
3

Segun el teorema de Rouché-Frobenius, para que un sistema sea incompatik
necesario que los rangos de las matrices de coeficientes y ampliada sean diferentes

El rango de M es, en funcién de a, el siguiente:

IM | = —a+ & 3 31-2a=1-a=0; a=1

w N R
PR e
Y R e

Para a#1= Rango M= Rango M'= 3= r incog = Compatible Determinado

Veamos que ocurre con los rangos de My M’ para a = 1, que hacen que el ra
de M sea menor que tres:

111 1111
Paraa=l1esM={2 1 1|=>RangoM=2;; M'=[{2 1 1 1|= Rangode M'=
311 3112

111
={Cc, C, C}=]2 1 1|= 2 2 3 3 1-4=-1#20= Rangode M'=3
312

Para a =1= Rango M# Rango M'= Incompatilke
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BLOQUE B

Cuestion B.- Para cada valor de a los puntos P(1, 2, 3) y A(0, 1, a) son simétricos

pecto a un plana . Hallar, de forma razonada, la ecuacién de dicho plano. En partic
lar encontrar el plano para a = 2.

El plano pedido tiene como vector normal a cualquier vestajue sea combi-
nacion lineal del vectoAP y contiene al punto medio M del segmen®.

« _Xtx, _1+0_1
" 2 2 2
+
M = ym:yl y2:2+1:§ —~ M E, E, a+3
2 2 2 2 2 2
. _%%z, _3+a
K 2 2

AP=P-A=(12 3-(01a)=(113-a) = n=(11 3-3a)

El plano pedido es = x+ y+(3- a)z+ D =0. Como este plano pasa por el punto
M, tiene que satisfacer su ecuacion:

— 7?2 _ a2 2 _
ﬂ5£+§+(3—a)'a+3+D:O . 2+9 a +D=0 . D—_2_9 a _a 13:D
2 2 2 2 2 2

a’-13

= x+ y+(3-a)z+ = 0;;m=2x+ 2y+ 2A3- @z+(a® -13=0

Para a = 2, resulta:

= 2X+ 2y+22—-9=0
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Problema B.- Sea la recta r que contiene al punto P(1, -1, 2), es perpendicular al p
de ecuacionm = 3x -2y +2z+50=0. Encontrar unas ecuaciones parameétricas de r. He

llar de forma razonada la ecuacion de un planque contenga al punto O(0, 0, 0) y
gue no tenga puntos comunes con r ¢ Es Unico dicho plano?

La recta r tiene como vector director al vector normal del plane{3 - 2, 1).

Unas ecuaciones paramétricas de r sen:

x=1+31
rscy=-1-24
z=2+A

Si el planoa que queremos hallar no tiene puntos en comun con r, indica que
paralelo a la misma.

x =3/
Larectar paralela ary que pasa por el origem'es'y = -21.
z=A

El plano pedidar puede ser cualquiera de los infinitos planos cuyo eje es la rec
I', excepto el plano del haz que contiene ar.

El haz de planos mencionado se puede obtener por un par de ellos que detern
alarectar, los cuales obtenemos de la expresion de r’ por unas ecuaciones continu

r=X=Y -2 . _szgy} = Haz de planos:

2x+3y =0
3 -2 1 X=3z

x—-3z=0

Un plano cualquiera puede sar.= 2x+ 3y =0, uno de los infinitos que no con-

tiene a r, como puede comprobarse, al no contener al punto P(1, -2, 1) que pertenec
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BLOQUE C

Cuestiéon C.- Para cada h se considera la fundidp= 2x’ —3x* + h. Hallar los puntos

en los que f alcanza sus valores maximo y minimo. Encontrar h para que el valor de
el minimo local hallado antes sea 0.

Para que f(x) tenga maximos o minimos relativos, su derivada tiene que ser ce

f'xE 8¢ - &x= &X(x-)=0= x =0;; x, =1

f'(0)=-6<0 - Méaximo relativo para x =0

fr(x)=12%-6 =
f'(3=12-6=6>0 — Minimo relativo para x=1

Maximo relativo = f(@)=h = Max(0, h)
Minimo relativo = f ()= 2= 3+h=h-1 = Min(1 h-1)

Como el minimo relativo se produce para x = 1, tiene que ser, segun las condi
nes del ejercicio f(1) = 0:

f 0= 2-1- 3.2+h=0;;2-3+h=0;; h=1
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X —
de definicién y sus maximos y minimos locales. ¢ Tiene f asintotas oblicuas? Razon:
contestacion en caso negativo y calcularlas en caso afirmativo.

estudiando previamente su dominio

Problema C.- Representar la funcidifx)

El dominio de una funcién racional es R, excepto los valores reales de x que &
lan el denominador.

x-1=0= x=1 = D(f)=R-{}

Para estudiar los maximos y minimos relativos calculamos sus derivadas prin
y segunda:

() = 2 (x=10-x*-1_2x¥ -2x-x" _ x*=2x _ x(x=2) _ (x
==y 70 il ooy el M Y

f,,(X):(Zx— - (x=1)° =x(x= 2 -2-(x-0 -1 _ (=3 -(x-1)-2x(x-2)

(x-1)* (x-1)°

_ 2X — 2x— 2x+ 2—2x2+4x: 2 _ ()
(x-2) (x-2)

Para que existan maximos o minimos relativos es condicidn necesaria que se
le la primera derivada:

=0;;x(x-2=0;;x=0;;x,=2

2
f"(2):—:%:2>0:> Min. ;; f(2):22_1:4 = Min.- P(2, 4)

Las asintotas de la funcién son las siguientes:

Horizontales: son los valores finitos que toma la funcion cuando x tiende a valer infi
to; son de la forma y = k.

1 1 2
lim F(x)= lim  x

y=k= =0 = Notiene

Verticales: son los valores de x que anulan el denominaddr=0 = x=1



Oblicuas: Para que una funcién racional tenga asintotas oblicuas es necesario q
grado del numerador sea una unidad mayor que el grado del denominador; coms
nuestro caso ocurre eso, tiene asintotas oblicuas.

X
lim f(x [im _ lim NG
m= —(): X=-1 1: =1=m
X -5 00 X X - 00 X X - 00 X" —X
lim NG im x> -x*>+x [im X
n= [ (X) mX] - X|= _ = ——=1=n
X > ool Xx-1 X —» © Xx=-1 X > o0Xx-1

Asintota oblicua = y=x+1

Con los datos anteriores, la representacion grafica de la funcidén es, aproxime
mente, la siguiente:

\(Ak
/'
/o
f(x) /7
/. <

—

n: P

x|

O >
y =X + 1//
4
/ 4
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BLOQUE D

Cuestion D.- Enunciar la formula de Barrow, y explicar como se utiliza para el calct
del &rea de una figura plana.
Usar dicha férmula para calcular el area del recinto limitado por la gréfica de la func

f(x)=x*-4, el eje OX y la recta x = 3.

El enunciado de la regla de Barrow es el siguiente:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y F(x) es una funcién primiti-
va de f(x) en dicho intervalo, entonces se verifica la siguiente igualdad:

z f( X - dx= F(b)- F(a)

Cuando se desea calcular el area de una figura plana pueden presentarse Io
siguientes casos:

1.- Que todas las ordenadas del recinto a calcular sean positivas, en cuyo ca
area pedida se obtiene aplicando la férmula tal como se indica en la teoria.

2.- Que todas las ordenadas del recinto a calcular sean negativas, en cuyo ce
area pedida se obtiene aplicando la férmula tal como se indica en la teoria. Prece
del signo menos; teniendo en cuenta la propiedad de las integrales definidas que ir
gue si se cambian los limites de integracién el valor de la integral cambia de signo
este caso, el valor del area se obtiene cambiando entre si los limites de integracion.

3.- Que parte del recinto tenga ordenadas positivas y otra parte las tenga ne
va; en este caso se tiene en cuenta lo expuesto en los casos anteriores.

La representacion aproximada de la situacion es la siguiente:

YA

y=x*-4

Xvy




Los puntos de interseccion de la curva con el eje de abscisas son los siguiente
y2=x’- &£ 0;x=4;x=2- A20 ;;x,=-2 - B(-20)

El valor del &rea pedida es:

S:J%(x2—4).dx:{x_3—4x} :(3_3—4.3j—[2_3_ 4.2J: 9_12_(§_8j:_3_§+8:
2 3 2 3 3

3

*kkkkkkkkk



Problemaa D.- Calcular la primitiva q’efﬂ Explicar los pasos seguidos para efec-
X" =X

tuar dicho calculo.

-7 2 - -
Se trata de transformar la expresiép— en la suma de tres fracciones simples
X =X

. siendo

, . ., A B
cuyo comun denominador sea el de la fraccion, de la ferma+ . +
X—a X-— X—C

a, b y c las raices de la ecuacion formada al igualar a cero el denominador y los val
A, By C se determinan por identificacion de coeficientes, tal como se hace a contin
cion:

X=x= 0;xx- 1= 0;xx-Ax-1#)=0;;x=0;;x=1;; x,=-1

2 _ A ,B C _A B _ A% -1)+ B x+1)+ Cx{(x~1) _
X Xx=0 x-1 x+1 x x-1 x+1_ (x—1)(x +1)
_ Ax= A B+ Bx+ OX —Cx _ (A Br QX +(B-O)x- Qig;cg:o _
x=1)(x+1) qx-1)(x+1) “A=2. A=-2

B+C=-2 9 R 1 BR_C=0 C=R=_1=
:B_C:O}:B_ 2;;, B=-1;;, B-C=0;;, C=B=-1=C

I;cixx I[ —_1 X—+11) ——ZI j dx _Ichlrxlz

= -2 Lx- L(x-1)- L(x2)+ K=- L[x(x* -1)]+ K
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BLOQUE E

Cuestion E.- En el interior de dos cajas hay repartidas monedas de 10 céntimos, 20
timos y 50 céntimos de euro. En total hay 1000 monedas y su valor es de 340 euro:
primera caja contiene Unicamente monedas de 10 y de 20 céntimos. La segunda
contiene s6lo 500 monedas de 50 céntimos. ¢ Cuantas monedas hay de cada clase?

Sean X, Yy, z el nUmero de monedas de 10, 20 y 50 céntimos, respectivamente.

2 caja=z= 500 ;;500z= 500-05=250 euros

X+ y+2z=1000 2 =500 x+y+ 500=1000

O+ 02y+ 05z=340[ ~ 0%+ 0%+ 05-500=340

x+y =500 x+y =500 Xx+y=500| -x-y=-500
Ok+ 02+ 250=340/ OIx+ 02y =90/ x+ 2y =900 X+ 2y =900

= y=400;; x+y= 500 ;;x+ 4006= 500 ;; x=100

Hay 100 monedas de 10 céntimos; 400 de 20 céntimos y 500 de 50 céntimos.
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Problema E.- Demostrar que la expresion-3n® +2n es multiplo de 6 para cada nu-
mero natural de n.

- 3rf +2n=n(n* -3 +2)

Descomponiendo factorialmente la expresidr 3n + 2:

n =2
+4/9- + + 1
M- me2=0 s noSEV9T8_BEV1_3E1 — 7 - 3+ 2= (n-1)(n-2)
2 2 2 n, =1

A-3A+2nm= r{rf - 3n+ 2)=n(n-1)(n-2)

Como podemos observar, siendo n un nimero natural, la expresién dada e
producto de tres nimeros naturales consecutivos y en tres numeros consecutivos,
sariamente, hay un multiplo de tres y, por supuesto algiin namero par.

El producto de tres nimeros naturales, donde uno de ellos es par, otro es mal
de tres y el tercero es indiferente, siempre resultard un multiplo de 6, por lo tanto,

demos asegurar que:

A-3A+2n=6 0nd N (n=3, cqd.
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