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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
Nota: En cada bloque debe contestarse o la cuestión o el problema. Cada uno de los 
ejercicios será valorado entre 0 y 2 puntos.  
 
BLOQUE A 
 

Cuestión A.- Sean las matrices 
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Contestar razonadamente a la siguiente pregunta: ¿Existe algún valor de R∈λ  tal 

que la igualdad ( ) BIA =− 2λ  sea cierta? En caso afirmativo hallar dicho valor de λ . 
 

---------- 
 

( )
( )

( )

( )2

2

2

2

2

2

2

2

·

121

02222

02222

121

01122

02211

01

011

011

·

01

011

011

·

01

011

011

00

00

00

001

011

011

·

IA

IA

IA

λ
λλ

λλλ
λλλ

λλ
λλ
λλ

λ
λ

λ

λ
λ

λ
λ

λ
λ

λ

λ
λ

λ
λ

−=
















−
+−−

−+−
=

=
















−
−+−

−+−
=

















−
−

−

















−
−

−
=−

















−
−

−
=

















−
















=−

 

 

( ) ⇒
















−
−

−−
=

















−
+−−

−+−
⇒=−

514

123

436

121

02222

02222

·
2

2

2

2

λλ
λλλ
λλλ

λ BIA  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 
( ) BIAquetalRexisteNo =−∈ 2λλ  
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Problema A.- Sea S el sistema de ecuaciones lineales 
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Estudiar la compatibilidad del sistema en función de A. Resolver para A = 0. 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

  
















=
















=
AA

My

A

M

7
10

14

6

81

941

321

'

81

941

321

 

 
 El rango de M en función del parámetro A es el siguiente: 
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adoerInCompatibleincógnMRangoMRangoAPara mindet.º2'21 ⇒<==⇒=  

 
 Resolvemos para A = 0.  
 

El sistema resulta: 
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BLOQUE B 
 
Cuestión B.- Sea el plano 1=++≡ zyxπ , y sea P(1, -1, 0). Hallar el punto P’, simétri-
co de P con respecto a π , explicando el proceso para dicho cálculo.  

 
---------- 

 
 Un vector normal al plano π  es: 
 
  ( )1,1,1=n  
 
 La recta r es la que pasa por el pun-
to P y es perpendicular al plano, por lo 
tanto su vector director pude ser el nor-
mal del plano, y entonces: 
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 Los puntos de r tienen por expresión ( )λλλ −+−+ ,1,1'Q . 
 
 El punto Q, intersección del plano π  con la recta r, tiene que satisfacer las ecua-
ciones de ambos, por lo tanto: 
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       Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecto a π , tiene que cumplirse que: 
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Problema B.- Sean los puntos del espacio P(1, 2, 2) y Q(2, a, a). Hallar el valor de a pa-
ra que la recta r que pasa por P y Q pase por el origen de coordenadas. Hallar la ecua-
ción de la recta r como intersección de dos planos y en forma de paramétricas. 
 

---------- 
 
 Existen diversas formas de resolver este ejercicio; una de ellas es la siguiente: 
 

Si la recta r pasa por el origen de coordenadas tiene como vector director el de 
origen O y extremo P: ( )2,2,1== OPv . 
 

 La recta r por unas ecuaciones paramétricas es:  
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 El punto Q(2, a, a), por pertenecer a r, tiene que satisfacer su ecuación: 
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 Para expresar la recta r como intersección de dos planos, en principio la expresa-

mos por unas ecuaciones continuas: 
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 De la expresión anterior se deduce que: 
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BLOQUE C 
 
Cuestión C.- Sea ( ) 123 −+= xxxf  y el intervalo [ ]2,0=I . Enunciar el Teorema del 
Valor Medio y aplicarlo a la función f en el intervalo I, hallando el punto de dicho in-
tervalo para el cual se verifica el resultado del teorema. 
 

---------- 
  

El Teorema del Valor Medio o de Lagrange, que dice: “Si f es una función conti-
nua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al menos un punto ( )bac ,∈  que 

cumple: ( ) ( ) ( )
ab

afbf
cf

−
−=' ”. 

 
La función ( ) 123 −+= xxxf  es continua y derivable en su dominio, que es R, por 

lo que le es aplicable el Teorema de Valor Medio a cualquier intervalo finito que se 
considere. 

 
Aplicando el teorema al intervalo [ ]2,0=I  es: 
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 Considerando el valor positivo resulta: 
 

[ ]2,0
3

32

3

2

3

4 =∈==== Icc  

 
********** www.yo

qu
ier

oa
pro

ba
r.e

s



 
Problema C.- Un trozo de alambre de longitud 20 m se divide en dos trozos. Con el 
primero se forma un triángulo rectángulo cuya base es el doble de su altura y con el se-
gundo se forma un cuadrado. Encontrar las longitudes de dichos trozos para que sea mí-
nima la suma del área del rectángulo y la del cuadrado. 
 

---------- 

 En primer lugar se hace constar que los triángulos rectángulos que satisfacen las 
condiciones del problema son las dos indicadas en la figura, que tienen el mismo área 
por tener iguales sus bases y sus alturas. Sin embargo sus perímetros no son iguales, por 
lo cual es indispensable para el problema que se elija aquél que tenga el mayor períme-
tro, con lo cual, quedará menos trozo para construir el cuadrado y, en consecuencia, la 
suma de las áreas pedidas será mínima, como se nos pide. 
 
 El perímetro del primero de los triángulos es el siguiente: 
 

 El área del triángulo es 2

2

·2
y

yy
STR == ; teniendo en cuenta que el triángulo es 

rectángulo, también su área es 
2

· nm
STR = , de donde se deduce que 22· ynm = .      (1) 

 
 Por otra parte, aplicando el Teorema de Pitágoras: 2224 nmy += .     (2)     
 
 De (1) y (2):  ( ) nmnmmnnmnmnm =⇒=−=−++= 0;;02;;·2 22222  
 
 Lo anterior nos permite expresar los lados iguales del triángulo rectángulo en 
función del valor de y, aplicando de nuevo el Teorema de Pitágoras a uno de los dos 
triángulos rectángulos que la altura divide al triángulo considerado al principio: 
 

ymnyyyn 22 2222 ==⇒=+=  

 
El perímetro del triángulo es: 
 
 ( ) 11 2122222 PyyyynmyP =+=++=++= . 

 
 El perímetro del segundo triángulo es: 
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 Para determinar el que tiene el perímetro mayor, basta comparar las expresiones 

( ) 53212 ++ y : 
 

( ) 53212'····23'····22;;5382;;53222 +<+⇒+≈++≈++≈+  

 
 Lo anterior implica que la solución tiene que hacerse con el segundo triángulo. 
 
 Teniendo en cuenta que la suma de los perímetros del triángulo y del cuadrado 
suman 20 m y que la diagonal del triángulo es yd 5= , es: 
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 Para que la superficie sea mínima, su derivada tiene que ser cero: 
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BLOQUE D 
 

Cuestión D.- Calcular la integral indefinida ∫ −
++= dx

x

xx
I ·

1

1
2
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. 

---------- 
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Para resolver la integral I1 descomponemos factorialmente el denominador: 
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 Sustituyendo el valor de I1 en la expresión (*), queda finalmente: 
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Problema D.- La parábola 24 xy −= , su recta tangente en x = 1 y el eje OY limitan un 
recinto finito en el plano. Dibujar un esquema de dicho recinto y hallar su área mediante 
cálculo integral. 

---------- 
 
 El punto de tangencia para x = y es P(1, 3) y la recta tangente tiene por pendiente 
el valor de la derivada en el punto de tangencia: 
 

mymxy =−=−==−= 21·2';;2' )1( . 

 
 Conociendo la pendiente y el punto de tangencia, la recta tangente es: 
 

( ) ( ) 52;;2212300 +−=≡+−=−−=−⇒−=−⇒ xytxxyxxmyyt  

 
 Otro punto de la recta tangente, por ejemplo para x = 2, es Q(2, 1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
La representación gráfica de la situación es, aproximadamente, la que indica la fi-

gura, donde se sombrea la superficie pedida, cuyo valor es el siguiente, teniendo en 
cuenta que las ordenadas de la recta son iguales o mayores que las correspondientes or-
denadas de la función en el intervalo correspondiente a la superficie a calcular: 

1 

y = 4 – x2 
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BLOQUE E 
 
Cuestión E.- Un coleccionista decide regalar un montón de sellos. A cada persona con 
la que se encuentra le da la mitad de los sellos que llevaba más uno, y se encuentra 
exactamente con seis personas. Si al final regala todos los sellos, ¿cuántos sellos tenía el 
coleccionista? 

---------- 
 
 Sea x el número de sellos que llevaba el coleccionista al salir de su casa. 
 

 A la primera persona le regaló los siguientes sellos:  11 2

2
1

2
n

xx
n =+=+= . 

 

 El número de sellos que le restan es:  
2

2

2

22

2

2 −=−−=+− xxxx
x . 

 
 A la segunda persona le regaló los siguientes sellos:   
 

22 4

2

4

42
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2
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2
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2

n
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−
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 El número de sellos que le restan es:   
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2
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 A la tercera persona le regaló los siguientes sellos:   
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6
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2
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6

n
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−
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De lo anterior se deduce que los sellos que se lleva cada una de las sucesivas per-

sonas constituye una sucesión (progresión) geométrica decreciente de las siguientes ca-

racterísticas:  
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Con los datos anteriores y sabiendo que el término general es 1

1 · −= n
n raa , el úl-
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Sabiendo que la suma de los términos de una progresión geométrica viene dada 

por la fórmula 
1

· 1

−
−

=
r

ara
S n

n , el número de sellos pedidos es: 
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El coleccionista tenía 126 sellos. 
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Problema E.- Una empresa debe realizar un trabajo de publicidad consistente en impri-
mir 3000 panfletos cuadrados de 8 cm de lado. El trabajo debe hacerse o bien con hojas 
de tipo A cuyas dimensiones son 22 cm por 34 cm o bien con hojas del tipo B cuyas 
dimensiones son 21 cm por 28 cm. Decidir el tamaño de hojas que conviene emplear 
para desperdiciar la menor cantidad de papel posible. 
 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 La situación de cada uno de los dos tipos de hojas se refleja en la figura, donde se 
observa que en el primer papel se pueden obtener 8 panfletos por cada hoja y en el se-
gundo se pueden obtener panfletos por cada hoja. 
 
 El desperdicio en cada una de las hojas del primer papel es el siguiente: 
 

.2265127488·822·34 22
1 cmD =−=−=  

 

El número de hojas del primer tipo que se necesitan es 11 375
8

3000
nhojasn === . 

 
El desperdicio de papel es:  TT DcmD 1

2
1 750.84375·226 === . 

 
 
 El desperdicio en cada una de las hojas del segundo papel es el siguiente: 
 

.2043845888·621·28 22
2 cmD =−=−=  

 

El número de hojas del 2º tipo que se necesitan es 22 500
6

3000
nhojasn === . 

 
El desperdicio de papel es:  TT DcmD 2

2
2 000.102500·204 === . 

 
Conviene utilizar el papel de 22 por 34 cm. 
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