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PRUEBA DE ACCESO (LOGSE)

UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

SEPTIEMBRE — 2010 (GENERAL)

(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Este examen tiene dos opciones. Debes contestar a una de ellas. El examen con
cinco ejercicios. Se podran utilizar calculadoras no programables.

OPCION A
ax—- y+2z=1

1°) Discutir el sistema de ecuaciongs:x-2y=0 , en funcion del parametre
&+y-z=1

Resolverlo para = 1.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a -1 2 a -1 2 1
A={1 -2 0| :;; A=l1 -2 0 O0].
a 1 -1 a 1 -1 1

El rango de A en funcioén del parameires el siguiente:

a -1 2
|Al=[1 -2 0|= 2+ 2+ a-1=6a+1=0 ;; a:—%
a 1 -1

Paraa# —é = Rango A RangoA= 3= rPincog = Compatible determinado

-1 -1 2 1
6

Paraa:—%:A': 1 -2 0 0|= RangoA = {C, C,, C} =
-1 1 -11
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-1 2 1
-2 0 0/=2+4=6#0 = RangoA'=3.

1 -11

=

Paraa# —% = Rango A=2 ;; RangoA'=3 = Incompatilte

X—-y+2z=1
Resolvemos para el casoae 1. El sistema resulta s8r={ x-2y =0
Xx+y-z=1
Aplicando la regla de Cramer:
1 -1 2 11 2
0 -2 O 10 0
1 1 -1 2+4 6 11 -1 2+1 3
X = = =——=X y= = ===y
7 7 I 7 7 I
1 -11
1-20
1 1 1) -2+1+2+1 2
zZ= = =-—=7
7 7 I
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2°) Se consideran los puntos A(4, 1, 1) y B(2, u, 3). Los puntos A y B son simétric
respecto a un plano Calcular de forma razonada la ecuacion del pia@o funcion de
u. ¢ Existe algun valor de u para el cual el punto O(0, 0, 0) pertenezca al plano?

Los puntos A y B determinan el vector:

‘n=AB=B-A=(2u, 3 (4 119=(-2u-1 2).
El punto medio de Ay B eBl (3, UTH 2}.

El planon es el que tiene como vector normaha (- 2, u-1, 2) y contiene al

+ ., . .
punto M[S, uTl 2 |; su ecuacion general es la siguiente:

u*-1

:>—6+( ]) —+4+D 0,,‘2"‘ +D=0

= - 2%+ ( ])y+22+D:0
I\/I(3, +1 ZJ
5-u? 5-u?

— MU -1+ D=0 2D=5-u® ;;: D= S = m=-2x+(u-1)y+2z+ > =0.

N ‘

= 4% du-1y- 4z+(u?-5)=0

Los planos que contienen al origen de coordenadas carecen de término inde
diente. Para que el plangase por el origen tiene que sér5=0.

El plano 77 contienea O(0, 0, 0) para u=-+5 y para u=+/5
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39 Un comerciante vende café a 2’75 euros el kilo. EI comerciante tiene dos tipos
gastos, el transporte de la mercancia y un impuesto de hacienda. Por cada kilo que
de el transporte le supone un gasto de 0’25 euros. Para calcular los euros que debe
garse a hacienda por el impuesto hay que dividir el cuadrado de la cantidad de kilos
se venden entre 1200. Con estos datos calcular el nimero de kilos que debe venc
comerciante para que el beneficio sea maximo y calcular dicho beneficio maximo.

Sean x el nimero de kilos de café que vende el comerciante.
2

X

El gasto por transporte y hacienda es el siguie@fg}= 025x + T0c

El beneficio es la diferencia entre la recaudacion y los gastos:

2

—_ _ — — X
BN =275x- dx)= 275 [025x+120

2 2

0]2275(—0‘25x— X~ opx-_2

1200 1200°

Para que el beneficio sea maximo es condicion necesaria que se anule su pri
derivada:

B(x)=25-2X =25- X =0 :;25=_X . 25.600= x ;; x= 1500.
120( 60C 60C

Para justificar que se trata de un maximo, la segunda derivada tiene que ser n
tiva para el valor de x encontrado:

2 __ 1 <0 = Méaximo para x = 1.500, c.q.|.

R'(x)=~-
1200 60C

El comerciante debe vender 1.500 kilos de café para tener el maximo beneficio.

Los beneficios son los siguientes:

B( 150p= 25 -1500—% = 3756 1875-1875.

El beneficio es de 1.875 euros.
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4°) La recta tangente en el punto P(4, 0) a la fundiéh= x(4 - x), la gréafica de la fun-

cion fy el eje QY limitan un recinto del plano en el primer cuadrante. Trazar un esq
ma gréafico de dicho recinto y calcular su area mediante calculo integral.

La tangente a una funcion en un punto es la derivada de la funcion en ese pun
La derivada de la funciorf( ¥ = X4- x) = 4x- x> es f'(x) = 4- 2x.
El valor de la tangente en el punto P(4, O)es:f (4= 4-2-4=-4=m.

Sabiendo que la ecuacion de una recta conocida la pendiente viene dada p
ecuacion: y- y = m(x-x,), aplicada al punto P(4, 0) y m = -4, resulta:

y— 0= —4{x- 4 =-4x+16.

La recta tangente a f(x) en el punto P(4, O)ey=-4x+16.

Teniendo en cuenta que la funcidfw) = 4x- x* es una pa- — A%+ 16
rdbola concavgn) cuyo maximo es: \
f(Y= 4 2= 65 x= 2 ;;f( = 4-2 2=8 4=4=V(2 4). ‘\
15
Los puntos de corte con el eje X son O(0, 0) y P(4, 0). \

La recta tangente corta a los ejes en los puntos P(4, 0) y 1}

Q(0, 16).

La representacion grafica, aproximada, de la solucion es la |

indicada por la figura. ’ \r
N . . . - 0 A %
La superficie pedida es la diferencia de la limitada por la \\ A
recta y la limitada por la parabola en el intervalo (1, 4).
f(x) =fAx — x>
4 4
s:{[(— 4% 16-(4x %) dx:J(:(x2—8x+16)-dx: » \
\

2 4 3 4 3
S| X8 ex| 2| X —aeetex| (L - 4.4+16.4]-0=_6ar64=%% p=s
3 2 13 3 3 3

0
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59 Un cubo solido de madera de lado 20 cm se pinta de rojo. Luego con una siert
hacen cortes paralelos a las caras, de centimetro en centimetro, hastaathte8t810
cubitos de lado 1 cm. ¢ Cuantos de estos cubitos tendran al menos una cara pinta
rojo?

Para facilitar la comprension del
ejercicio utilizamos un cubo de 10 x 10,
gue es el de la figura. Los cuadritos que
tienen alguna cara pintada de rojo son todos
los que se ven; y los que se ven son todos
menos los que no se ven, que serian un cu;
bo de 8 x 8.

En el caso de 10 x 10 tendrian al meN|
nos una cara pintada de rojo los siguientes\\\

N= 1D~ 8= 1006 512-=488.

El caso puede generalizarse pafta
cualquier niamero de divisiones de las cara
del cubo.

En general, si cada cara del cubo se
divide en n x n cuadritos el nimero de los
gue tendrian al menos una cara pintada se-
rian:

N A-(n2f=ri-(A- &f+1n-§= 6P -12n+8=N.
Aplicando la formula:
Paran=10= N= 6-16- 12-18 & 608 120=488.
Paran=8= N= 68 12-8 & 392 96=296.
En el caso que nos ocupa es n = 20:

N= 6-26 12-20 & 2408 240- 2168.

El ndmero de cubitos con al menos una cara pintada de rojo es de 2.168.
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OPCION B

x+ y+taz=1

1°) Estudiar la compatibilidad del sistema de ecuaciones lingales+ ay+z=1, en
X+ y+z=1

funcion del parametra. Resolver el sistema en los casos de indeterminacion.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

11 1
o M'=|1 a 11.
11 1

[«

11
M=|1 a
11

(I

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
11 a

IM|=[1 a lj=at+ta+ Fa’-F F=-a+2a-1=0;; -(a-)"=0 = a=1.
111

Paraa#1= Rango M= RangoM'= 3= rP inc6g = Compatible determinado

1111
Paraa=1= M'=|1 1 1 1| = RangoM=RangoM'=1.
1111

Paraa=1= Rango M= RangoM'=1< rfinc6g = Compatible indeterminado
(Con dos grados de libertad)

Resolvemos para el casodale 1. El sistema resulta s@={ x+ y+z=1.

Haciendox =1 e y=u, resulta:

Xx=A
Solucion <y =u 0A, uOR
z=1-A-u
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2°) Calcular la distancia del punto P(3, 2, -1) a la recta que pasa por los pur
A(0, 1, 2) y B(L 0, 2). Describir de forma razonada los pasos seguidos para dicl
calculo.

Los puntos A y B determinan el vector:

v=AB=B-A=(10 2-(01 2=(1 -1 0).

La distancia del punto P a la recta r puede determinarse teniendo en cuent:
punto A de ry el vector , director de larectar.

Para facilitar la comprension del ejercicio hacemos un grafico aproximado de
situacion.
Teniendo en cuenta qué=d ‘V‘ y que

también puede seS:rv Dﬁ:“, se deduce que la
_ _ | VOAP|
distancia esd =*—— .
n

El vector AP es:

AP=P-A=(32)-(01 2=(3 1 -1).

i jok
L 1-10
(P r):\vDAP\: 3 1 -1 fi+k+&+j| _[i+j+4| JE+P 44 _
’ ‘V‘ \/12+(—1)2+02 J1+1+0 J2 V2

_J1+1+16 _ J18

7 NG =/9=3 unidades= d(P, r).
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3°) Calcular el punto de la gréafica de la funcif(x) = x* - 6x + 8 en que la tangente en

dicho punto es paralela a la bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes. Hacer una re|
sentacion gréafica y calcular dicha recta tangente.

La funcién f(x)= x* - 6x+8 es una parabola convea) cuyo minimo es el si-
guiente:

f()= x> 6 @& x= 3;f()F 3 6-3 & 318 8=-2= V(3 -1).

Otros puntos de la parabola son A(2, 0) y B(4, 0); C(1, 3) y D(5, 1); E(O, 8)
F(6, 8).

La bisectriz del segundo y cuarto cuadrantes es la yecta, cuya pendiente es

m = 1. Por otra parte, la tangente a una curva en un punto es el valor de la derivada
funcidén en ese punto.

7
7
’
’
V4
7/
7/
Vi /
’ /

De lo anterior se deduce:

f'(x):m = X-6=-1;; 2x=5;; X=

N | ol

El punto T de tangencia es el siguiente:

2
f(%)=(§j ~6-248=22_15,8=22_722"28__3 T(S —Sj.
2 2 "7 4 4



La ecuacion de la recta tangente t, es la siguiente:

t5y+?31:_1(x_gj 54— F - &+ 10 5 t= A+ 4-13=0

La representacion grafica de la situacion es la de la figura.
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4°) Explicar brevemente en qué consiste el método de integracion por partes, y aplic
para el célculo de la integral indefinida siguiente:[( 2% 3 - sen(5x+ 7) - dx.

El método de integracion por partes esta basado en la diferencial (derivada) d
producto, teniendo en cuenta que si uy v son dos funciones de x se cumple que:

du-y=du-v+u-dv

Teniendo en cuenta que la integral de una suma algebraica de funciones es ig
la suma algebraica de las integrales de las funciones, podemos escribir:

[ du-y=]du v+[u-dv

Teniendo en cuenta gedu-v)=u-v, la expresion anterior puede ponerse de |z
forma:
[ u-dwu-v-[v-du

La expresion anterior es la que se conoce como la del método de integracion
partes.

Aplicando la formula anterior podemos determinar la integral de la funcién dad:

u= 2x+ 3 - du=2dx

J(2¢ 3 - sen(5x+7) - dx = ser(5x+7)-dx:dv—>v=—%COS(5X+7)

= | =—(2+3 -écos(5x+7)—j—% cos (5x+ 7) - 2dx= —é( + 3 -cos(Bx+7)+
+Ej cos(Bx+7) dx=—=( 2+ 3 COS (BX+7) + -2 ser(5x+7)+C =
5 5 25

:2i5[ ger( B+ Y- 62+ } -cos(Bx+7)|+C =1
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59 De entre los primeros 100 nameros naturales, se consideran aquellos que nc
multiplos de 3. Calcular de forma razonada la suma de dichos nimeros.

Los namero 1, 2, 3, 4, ---, 99, 100 forman una progresiéon aritmética cuyo prir
término es 1, el dltimo 100 y el numero de términos es 100.

Sabiendo que la suma de los términos de una progresion aritmética viene c

p _ata, . . . . . )
por la formulas, = 5 n; aplicandola a la progresion anterior es:

_1+100

Soo 106 101-50= 5050.

Teniendo en cuenta que 100 no es multiplo de 3, los multiplos de 3 menores
100 forman la progresion aritmética 3, 6, 9, 12, ---, 96, 99.

El nUmero de términos de la progresion anterio es?%s :%6 =32; el primer

término es 3y el ultimo 99.

La suma de los multiplos de 3 menores de 100 es:

S - 3+99

3

.32 102-16= 1632.
La suma pedida es la diferencia entre las dos sumas halladas:
S= 5056 1632= 3418.

La suma de los no multiplos de 3 menores o iguales a 100 es 3.418.
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