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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Se valorara el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes
las hubiere. No se tomaran en consideracion errores numericos, de calculo, etc., sie
pre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, graficos, presentaciones, esquemas,
que ayuden a visualizar mejor el problema y su solucion se valoraran positivaments
Se valorara la buena presentacion del examen.

OPCION A

2x+y—z=1

1°) Discute el sistem%x +my + 2z =2 segun los valores del parametno (NO es
3x+y—mz=3

necesario resolverlo).

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

2 1 -1 2 1 -1 1
A=<1 m 1>yA'=<1 m 1 2>.
3 1 —m 3 1 —-m 3

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn del parameé® el siguiente:

2 1 -1
lAl=[1 m 1|=-2m?-1+3+3m—-2+m=0;
3 1 —m

—2m?+4m=0; m*-2m=0; m(m—-2)=0=>m; =0,m, = 2.

m=*0 _ r — 20 7 4
Para {miz}:RangA—RangA =3 =n2%incog.> S.C.D.
2 1 -1 1
Param=0=>A’=<1 0 1 2>=>{C1+C3=C4}=>RangA’=2.
31 0 3

Param =0 = Rang A = Rang A’ =2 <n%incég.= S.C.I.
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2 1 -1 1
Param=2=>A’=<1 2 1 2>=>RangA’=>{Cl,C2,C4}=>

3 1 -2 3
2 1 1
=11 2 2[=124+146-6—-4—-3=6+*0= RangA' =3.
3 1 3

Param =2 = Rang A = 2; Rang A' = 3 = Sistema incompatible.
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2°) Dado el puntd1(1,—3,7), obtener su simétrico respecto a la recta que pasa por
los puntosA(1,—3,4) y B(0,—4,1).

BA=[A—-B]=[(1,-3,4) - (0,—4,1)] = (1,1,3).
Un vector director de la rectaque pasa por Ay B &8 = (1,1, 3).
El haz de planos perpendicularesesff =x+y+3z+ D = 0.

El planorr € B que contiene al puntd (1, —3,7) es el siguiente:

f=x+y+3z+D=0

M(1’_3,7)}=>1—3+3-7+D:0; —2+21+D =0;

D=-19>nr=x+y+3z—-19=0.

M(1,-3,7)
4 %e r

M'(xy
x=A
La expresion de r por unas ecuaciones parametricas e{y = —4 + A
z=1+4+ 34

El puntoQ interseccion de la rectacon el planor es el siguiente:

n=x+y+3z—19=0

x=A — 0.
rE{y=—4+/1 = A+ (=4+21)+3(1+320) —19 = 0;
z=1+4+ 31

A—4+21+3+91—19=0; 11,1—2o=o=>,1=§.
20

yo—aro bl @z

117 11°11



Para qué’ sea el simétrico dd con respecto atiene que cumplirse que:

G = 0 = (2~ 2.2) - (1,37 = [, - (2.~ 2.2

117 11’711 11711

20 9 29
(-Bodona )
11 11 11

6)_(x 20 +24Z 71):' +24_9_) _ sl
*o11) Y T 11 YyroTna YT 1

1
71 6 65
T
11 11 11
29 15 65
oW (2,-1%)
11 11° 11
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3°) Dada la funciéif (x) = x* + Ax® + Bx?> + Cx + 7:

a) Calcular A, B y C sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisas
horizontal, que ademas la funcion tiene un extremo relativo en el punto de abscisa
2 y que corta al eje OX en= 1.

b) Para los valores obtenidos calcule los maximos y los minimos de la funcion.

a)

La pendiente de la tangente a una funcion en un punto es igual al valor de s

primera derivada en ese punto:

f'(x) = 4x3 + 3Ax%* + 2Bx + C.
m=0=f'(0) = C=0.
Por tener un extremo relativo para= 2 = f'(2) =0

fl(2)=4-22+34-224+2B-2+0=0; 32+ 12A+4B = 0;

8+34+B=0; 34+B=-8. (1)

b)

Por cortar al eje OXen=1 = f(1) = 0:
1*+A4-13+B-1240-14+7=0; A+B=-8. (2
Resolviendo el sistema que forman las ecuaciones (1) y (2):

3A+B=—8} 3A+B =-8

A+B=-8) -A-B=38 }:2A=0:>A=0- B=-8.

f(x) =x*—8x%2+7.

f'(x) = 4x3 — 16x.

ffx)=0=>4x3—-16x=0; 4x(x>*—4)=0=>x;, =0,x, = —2,x3 = 2.
f"(x) = 12x? — 16.

f"(0) =12-0% — 16 = —16 < 0 = Maximo relativo para x = 0.

f(0) =7 = Maximo: P(0,7).




f"(=2) =12 (-2)? — 16 = 32 > 0 = Minimo relativo para x = —2.

F(=2) = (=2)* —8(=2)2+7 =16 — 32 + 7 = =9 = Minimo: Q(—2, —9).

f"(2)=12-2%2—-16 = 32 > 0 = Minimo relativo para x = 2.

f(2)=2*—8-2247=16—-32+7 = —9 = Minimo: R(2,—9).
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4°) La curvay = f(x) = %xz divide al rectangulai(0,0), B(0,2), C(4,2), D(4,0)
en dos recintos.

a) Dibuja la grafica de la funcion y el rectdngulo ABCD.

b) Calcula el &rea de cada uno de los dos recintos.

a)

1 AY |

La parabolay = f(x) = >x*, por 4 |
ser simétrica con respecto al eje OY pasa y=flx
por el punto C(4,2) y su simétrico |
C'(—4,2), y tiene su vértice en el origen. Y= 2.8 2 C

| ==L

Larectay = 2 es la que pasa por los | | D

puntosB(0,2) y C(4,2). 2 n > 4%

La representacion gréafica de la situacion se expresa en la figura adjunta.

b)

S =fl2—fCo]-dx = [ (2-122) dx=[2x-Z] =

0
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5°) Calcular la potencia2°!” de la matrizd = (_01 (1))

AZ:A"“:(—O1 (1))'(—01 (1))=(_01 —01)=_((1) (1))=_I'
AB=A42-A=-]-A=-A.
At =A% A=-A-A=-A*=—(-])=1.

En general A elevadomnaes igual que A elevado al resto que resulta de dividir
n entre 4.

201 2016+1 1
47= 4+ =504+Z = Resto = 1.

A0172 — A1 — 4 = (_01 (1))
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OPCION B
m -2 0
1°) Dada la matrid = <0 -2 0):
0 1 m

a) ¢ Para qué valores dela matriz A posee inversa? Estudiar el rango de la matriz en
funcion del parametron.

1 0 O
b) Hallar el valor den para que se cumpla la igualdét= 4 - <0 1 0).

0 0 1
a)
Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero.
m =2 0
|Al=]10 -2 0|=-2m?=0=>m=0.
0 1 m
La matriz A es invertible Vm € R — {0}.
0 -2 0
Param=0=>A4=({0 -2 0])=> RangA=1.
0 1 0
Param + 0= Rang A = 2;param =0 = Rang A = 1.
b)

m —2 0 m —2 0
A2=A-A=<0 =2 0)-(0 -2 0)
0 1 m 0 1 m

1 0 O m? -2m+4 0 4 0 O
A2=4-10 1 0= o0 4 0]=(0 4 0]>m=2.
0 0 1 0 —24+m m? 0 0 4
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2°) Calcula la ecuacion de la recta que corta perpendicularmente a la recta de ecuac
. -3 -1
continuar = g = y_—z = ZT y que pasa por el pun#(14, 3, 3).

Un vector director de la rectaesv, = (2, -2, 3).
El haz de planog perpendicularesmaesf = 2x — 2y +3z+ D = 0.

De los infinitos planos del hg#z el planor que contiene 4(14,3,3) es el que
satisface su ecuacion:

p=2x—-2y+3z+D =0

A(14’3,3)}:2-14—2-3+3-3+D=0;

286—m6+9+D=0; 31+D=0=>D=-31 > n=2x—-2y+3z—31=0.

x =21
La rectar dada por unas ecuaciones paramétricaﬁe%y =3 -2
z=1+4+31

El punto B, interseccion de la reetg el planor es el siguiente:
n=2x—2y+3z—31=0
x =21 — -
rE{yzB—Z)l = 2-21—2(3—24) +3(1+31) — 31 = 0;
z=1+341
4A—6+414+34+94—-31=0; 174 —-34=0; 1 —2=0=>1=2.
x=2-2=4%
B:>{y=3—2-2=—1}=>B(4,—1,7).
z=1+3-2=7
Los puntos Ay B determinan el vecld = [A—B] =(10,4,—4).

La rectas pedida dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la si
guiente:
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X

3°) Dada la funciéif (x) = ;

1—x2’

a) ¢,Cual es el dominio de la funcién? ¢ Para qué intervalos es creciente?
b) Razonar si tiene maximos y minimos. En caso afirmativo, hallarlos.
c) Calcula la recta tangente a dicha curva en el punto cuya absgisaes

a)
El dominio de una funcion racional es R, excepto los valores que anulan el de
nominador.

1-x2=0>x;=—-1,x, = 1.

D(f) = R—-{-1,1}

Una funcion es creciente o decreciente en un punto cuando el valor de su prime
derivada en ese punto es positiva 0 negativa, respectivamente.

1-(1-x®)+x-2x _ 1-x2+2x2 _ 14+x?

f'(x) = T = aoey = oy T O VXE D(f).

La funcién f(x) es mondtona creciente en su dominio.

b)
Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.
Por serf'(x) # 0,Vx € R.

La funcién f(x) no tiene maximos ni minimos.

c)
La pendiente de la tangente a una funcién en un punto es igual que el valor ©
su primera derivada en ese punto, por lo cual:

1-0

m=f'(0) = =1

(1-0)?

El punto de tangencia €40, 1).
La ecuacion de la recta punto-pendientg esy, = m(x — x,):

y—0=1:-(x—-0)=x.



Recta tangente:t =x —y = 0.
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. ) x%+5
4°) Resolver la integral:= [ ——— - dx.

x3-2x%2+x

I= [ g = [—55  ge= [ gy (¢) >

X3_2x24x x(x2-2x+1) . x(x—1)2
x%+5 A n B n C _ A(x-1)?+Bx(x—1)+Cx _ A(x*-2x+1)+Bx?-Bx+Cx _
x(x-1)2  x  x-1  (x-1)2 x(x—1)2 - x(x—1)2 -
Ax?—2Ax+A+Bx?—Bx+Cx  (A+B)x%*4(-24-B+C)x+A A+B=1
= = >2A4+B—-C=0;y=> B =—4;

x(x—1)2 - x(x—1)2

A=5
2:5—-4—-C=0;,10-4—-C=0, 6-C=0=>C=6.

Sustituyendo los valores hallados en la expresion (*):

szxz—+5.dx:f[5+_—4+ ° ]-dx=5Lx—4L|x—1|+M. (**)

x3-2x2+x x  x-1 (x—1)2

- . x—1=t (L. dt=6.(t"2.df =
M= dx:{dxzdt}:6 [Z-dt=6-[t2.dt=
=6t K=-StKk=-"twKk=M
-1 t x—1

Sustituyendo el valor dd en (**):

x2%+5 6
I—fmdx—SLx—4L|x—1|—E+K
x2+5 5 x 6
I=)sgmm =il -tk
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59 Un autobus transporta 60 viajeros de tres tipos. Hay viajeros que pagan el billef
entero, que vale 1,2 euros. Otro grupo de viajeros abona el 80 % y un tercer gruf
abona el 50 %. La recaudacion del autobus fue de 46,56 euros. Calcular el nimero
viajeros de cada clase sabiendo que el nUmero de viajeros con mayor descuento es
doble que el nimero del resto de viajeros.

Siendox los viajeros que pagan el billete enterdos viajeros que pagan el 80
% del billete yz los viajeros que pagan el 50 % del billete.

Cada uno de los tipos paga= 1,2 euros;y — 0,96 euros; z — 0,6 euros.

El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente

x+y+z=060 x+y+z=060
1,2-x+ 0,96y + 0,6z = 46,56 ; 120x + 96y + 60z = 4.656
z=2(x+y) z=2x+2y
x+y+z=60
30x + 24y + 15z = 1.164}.
2x+2y—2z=0

Resolviendo por la regla de Cramer:

60 1 1
1.164 24 15
0 2 _1 —1.440+2.328—1.8004+1.164  3.492-3.240 252
—24+60+30—48—30+30 90-72 18
30 24 15
2 2 -1
1 60 1
30 1.164 15
2 o -1l _ —-1.164+1.800-2.328+1.800 _ 3.600—-3.492 _ 108 _ 6
y 18 18 18 18 )
1 1 60
30 24 1.164
=12 2 o | _ 3.600+2.328-2.880-2.328 _ 5.928-5.208 _ 720 _ 40
o 18 o 18 o 18 18 7

Pagan el billete entero 14 viajeros; el 80 %, 6 viajeros y el 50 %, 40 viajeros.
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