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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Se valorará el planteamiento correcto, tango global como de cada una de las partes, si 
las hubiere. No se tomarán en consideración errores numéricos, de cálculo, etc., siem-
pre que no sean de tipo conceptual. Las ideas, gráficos, presentaciones, esquemas, etc., 
que ayuden a visualizar mejor el problema y su solución se valorarán positivamente. 
Se valorará la buena presentación del examen. 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Discute el sistema �2� + � − � = 1   � + �� + � = 2 3� + � − �� = 3 según los valores del parámetro �. (NO es 

necesario resolverlo).  
----------  

 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 
 = �2 1 −11 � 13 1 −�� y 
′ = �2 1 −11 � 13 1 −�    123�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |
| = �2 1 −11 � 13 1 −�� = −2�� − 1 + 3 + 3� − 2 + � = 0;  

 −2�� + 4� = 0;  �� − 2� = 0;   ��� − 2� = 0 ⇒ �� = 0, �� = 2.  
 ���� �� ≠ 0� ≠ 2! ⇒ "�#$ 
 = "�#$ 
% = 3 = #º '#(ó$. ⇒ +. ,. -. 
 

���� � = 0 ⇒ 
% = �2 1 −11 0 13 1 0     123� ⇒ .,� + ,/ = ,01 ⇒ "�#$ 
% = 2. 

 ���� � = 0 ⇒ "�#$ 
 = "�#$ 
% = 2 < #º '#(ó$. ⇒ +. ,. 3. 
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���� � = 2 ⇒  
% = �2 1 −11 2 13 1 −2    123�  ⇒ "�#$ 
% ⇒ .,�, ,�, ,01 ⇒  

 

⇒ �2 1 11 2 23 1 3� = 12 + 1 + 6 − 6 − 4 − 3 = 6 ≠ 0 ⇒ "�#$ 
% = 3. 

 ���� � = 2 ⇒ "�#$ 
 = 2;  "�#$ 
% = 3 ⇒ +'567�� '#(8�9�6':;7. 
 

********** 
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2º) Dado el punto <�1, −3, 7�, obtener su simétrico respecto a la recta que pasa por 
los puntos 
�1, −3, 4� y >�0, −4, 1�. 
 

---------- 
 
 >
?????⃗ = A
 − >B = A�1, −3, 4� − �0, −4, 1�B = �1, 1, 3�. 
 

Un vector director de la recta � que pasa por A y B es CD???⃗ = �1, 1, 3�. 
 
 El haz de planos perpendiculares a � es E ≡ � + � + 3� + - = 0. 
 
 El plano G ∈ E que contiene al punto <�1, −3, 7� es el siguiente: 
 E ≡ � + � + 3� + - = 0                        <�1, −3, 7�I ⇒ 1 − 3 + 3 · 7 + - = 0; −2 + 21 + - = 0;  
 - = −19 ⇒ G ≡ � + � + 3� − 19 = 0. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es � ≡ �� = L           � = −4 + L� = 1 + 3L . 
 
 El punto M intersección de la recta � con el plano G es el siguiente: 
 

     

G ≡ � + � + 3� − 19 = 0
                � ≡ �� = L           � = −4 + L� = 1 + 3L N ⇒ L + �−4 + L� + 3�1 + 3L� − 19 = 0; 

 L − 4 + L + 3 + 9L − 19 = 0;   11L − 20 = 0 ⇒ L = �O��. 

 

                         � = �O��� = −4 + �O�� = − �0��        � = 1 + PO�� = Q���⎭⎪⎬
⎪⎫  ⇒ M V�O�� , − �0�� , Q���W. 

Q 

<′��, �, �� 
� 

π <�1, −3, 7� 

> 
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 Para que <% sea el simétrico de < con respecto a � tiene que cumplirse que: 
 <M??????⃗ = M<′????????⃗ ⇒ YV�O�� , − �0�� , Q���W − �1, −3, 7�Z = Y��, �, �� − V�O�� , − �0�� , Q���WZ ;   
 

V [�� , [�� , − P��W = V� − �O�� , � + �0�� , � − Q���W ⇒
⎩⎪⎨
⎪⎧� − �O�� = [�� → � = �[��    � + �0�� = [�� → � = − �`��� − Q��� = − P�� → � = P`��⎭⎪⎬

⎪⎫ ⇒   
 ⇒  <′ V�[�� , − �`�� , P`��W. 

 
********** 
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3º) Dada la función a��� = �0 + 
�/ + >�� + ,� + 7: 
 �� Calcular A, B y C sabiendo que su recta tangente en el punto de abscisa � = 0 es 
horizontal, que además la función tiene un extremo relativo en el punto de abscisa � =2 y que corta al eje OX en � = 1. 
 :� Para los valores obtenidos calcule los máximos y los mínimos de la función. 
 

---------- ��  
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual al valor de su 
primera derivada en ese punto: 
 
 a%��� = 4�/ + 3
�� + 2>� + ,. 
 
 � = 0 = a%�0�  ⇒  , = 0. 
 
 Por tener un extremo relativo para � = 2 ⇒  a%�2� = 0 : 
 
 a%�2� = 4 · 2/ + 3
 · 2� + 2> · 2 + 0 = 0;   32 + 12
 + 4> = 0; 
 8 + 3
 + > = 0;   3
 + > = −8.      (1) 
 
 Por cortar al eje OX en � = 1 ⇒ a�1� = 0: 
 10 + 
 · 1/ + > · 1� + 0 · 1 + 7 = 0;   
 + > = −8.      (2)  
 
 Resolviendo el sistema que forman las ecuaciones (1) y (2): 
 

 3
 + > = −8  
 + > = −8!  3
 + > = −8−
 − > = 8    ! ⇒ 2
 = 0 ⇒  
 = 0. > = −8. 

 a��� = �0 − 8�� + 7. 

 :�  
 a%��� = 4�/ − 16�. 
 
 a%��� = 0 ⇒ 4�/ − 16� = 0;   4���� − 4� = 0 ⇒ �� = 0, �� = −2, �/ = 2. 
 
 a%%��� = 12�� − 16. 
 
 a%%�0� = 12 · 0� − 16 = −16 < 0 ⇒ <á�'�8 �7;�6'C8 9��� � = 0. 
 a�0� = 7 ⇒ <á�'�8: ��0, 7�. 
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a%%�−2� = 12 · �−2�� − 16 = 32 > 0 ⇒ <í#'�8 �7;�6'C8 9��� � = −2. 
 a�−2� = �−2�0 − 8�−2�� + 7 = 16 − 32 + 7 = −9 ⇒ <í#'�8: M�−2, −9�. 

 a%%�2� = 12 · 2� − 16 = 32 > 0 ⇒ <í#'�8 �7;�6'C8 9��� � = 2. 
 a�2� = 20 − 8 · 2� + 7 = 16 − 32 + 7 = −9 ⇒ <í#'�8: "�2, −9�. 

 
********** 
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4º) La curva � = a��� = �� �� divide al rectángulo 
�0, 0�, >�0, 2�, ,�4, 2�, -�4, 0� 
en dos recintos. 
 �� Dibuja la gráfica de la función y el rectángulo ABCD. 
 :� Calcula el área de cada uno de los dos recintos. 
 

---------- ��  

 La parábola � = a��� = �� ��, por 

ser simétrica con respecto al eje OY pasa 
por el punto ,�4, 2� y su simétrico ,%�−4, 2�, y tiene su vértice en el origen. 
 
 La recta � = 2 es la que pasa por los 
puntos >�0, 2� y ,�4, 2�. 
 
 La representación gráfica de la situación se expresa en la figura adjunta. 
 :�  

 +� = g A2 − a���B�O · h� = g V2 − �� ��W�O · h� = Y2� − ijP ZO
� = 

 = V2 · 2 − �jP W − 0 = 4 − kP = 4 − 0/ = k/. 

 +� = k/  l� ≅ 2,57 l�. 

 +� = g a����O h� + g 20� h� = g �� ���O h� + g 20� h� = �� g ���O h� + 2 g h�0� =   

 = �� · YijP ZO
� + 2 · A�B�0 = �� · V�jP − 0W + 2 · �4 − 2� = 0P + 4 = 4 + 0/ = �P/ . 

 +� = �P/  l� ≅ 5,33 l�. 

 
 **********  
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5º) Calcular la potencia 
�O�Q de la matriz 
 = V 0 1−1 0W. 

 
---------- 

 
� = 
 · 
 = V 0 1−1 0W · V 0 1−1 0W = V−1 00 −1W = − V1 00 1W = −3. 

 
/ = 
� · 
 = −3 · 
 = −
. 
 
0 = 
/ · 
 = −
 · 
 = −
� = −�−3� = 3. 
 
En general A elevado a # es igual que A elevado al resto que resulta de dividir # entre 4. 
 �O�Q0 = �O�Po�0 = 504 + �0  ⇒ "7568 = 1. 

 
O�Q� = 
� = 
 = V 0 1−1 0W. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz 
 = �� −2 00 −2 00 1 ��: 

 �� ¿Para qué valores de � la matriz A posee inversa? Estudiar el rango de la matriz en 
función del parámetro �. 

:� Hallar el valor de � para que se cumpla la igualdad 
� = 4 · �1 0 00 1 00 0 1�. 

---------- ��  
 Una matriz es invertible cuando su determinante es distinto de cero. 
 

 |
| = �� −2 00 −2 00 1 �� = −2�� = 0 ⇒ � = 0. 

 p� ��6�'� 
 75 '#C7�6':;7 ∀� ∈ " − .01. 
 

 ���� � = 0 ⇒ 
 = �0 −2 00 −2 00 1 0� ⇒ "�#$ 
 = 1. 

 ���� � ≠ 0 ⇒ "�#$ 
 = 2; 9��� � = 0 ⇒ "�#$ 
 = 1. 

 :�  

 
� = 
 · 
 = �� −2 00 −2 00 1 �� · �� −2 00 −2 00 1 �� = ��� −2� + 4 00 4 00 −2 + � ���. 

 


� = 4 · �1 0 00 1 00 0 1� ⇒ ��� −2� + 4 00 4 00 −2 + � ��� = �4 0 00 4 00 0 4� ⇒ � = 2. 

 
********** 
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2º) Calcula la ecuación de la recta que corta perpendicularmente a la recta de ecuación 

continua � ≡ i� = rs/s� = ts�/  y que pasa por el punto 
�14, 3, 3�. 

 
---------- 

 
 Un vector director de la recta � es CD???⃗ = �2, −2, 3�. 
 
 El haz de planos E perpendiculares a � es E ≡ 2� − 2� + 3� + - = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz E, el plano G que contiene a 
�14, 3, 3� es el que 
satisface su ecuación: 
 

 
E ≡ 2� − 2� + 3� + - = 0                               
�14, 3, 3�I ⇒ 2 · 14 − 2 · 3 + 3 · 3 + - = 0;   

 28 − 6 + 9 + - = 0;   31 + - = 0 ⇒ - = −31 ⇒  G ≡ 2� − 2� + 3� − 31 = 0. 
 

 La recta � dada por unas ecuaciones paramétricas es � ≡ �� = 2L        � = 3 − 2L� = 1 + 3L. 

 
 El punto B, intersección de la recta � y el plano G es el siguiente: 
 

 

G ≡ 2� − 2� + 3� − 31 = 0
                      � ≡ �� = 2L        � = 3 − 2L� = 1 + 3LN ⇒ 2 · 2L − 2�3 − 2L� + 3�1 + 3L� − 31 = 0; 

 4L − 6 + 4L + 3 + 9L − 31 = 0;   17L − 34 = 0;   L − 2 = 0 ⇒ L = 2. 
 

 > ⇒ �� = 2 · 2 = 4           � = 3 − 2 · 2 = −1� = 1 + 3 · 2 = 7   u  ⇒ >�4, −1, 7�. 

 
 Los puntos A y B determinan el vector >
?????⃗ = A
 − >B = �10, 4, −4�. 
 
 La recta 5 pedida dada, por ejemplo, por unas ecuaciones continuas es la si-
guiente: 5 ≡ is0` = ro�� = tsQs� . 

 
********** 
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3º) Dada la función a��� = i�siv: 
 �� ¿Cuál es el dominio de la función? ¿Para qué intervalos es creciente? 
 :� Razonar si tiene máximos y mínimos. En caso afirmativo, hallarlos. 
 (� Calcula la recta tangente a dicha curva en el punto cuya abscisa es � = 0. 
 

----------  ��  
 El dominio de una función racional es R, excepto los valores que anulan el de-
nominador. 
 1 − �� = 0 ⇒ �� = −1, �� = 1. 
 -�a� ⇒ " − .−1, 11. 

 
Una función es creciente o decreciente en un punto cuando el valor de su primera 

derivada en ese punto es positiva o negativa, respectivamente. 
 a%��� = �· ��siv�oi·�i��siv�v = �sivo�iv��siv�v = �oiv��siv�v > 0, ∀� ∈ -�a�. 

 p� al#('ó# a��� 75 �8#ó68#� (�7('7#67 7# 5l h8�'#'8. 

 :�  
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su primera derivada en ese punto.  
 

 Por ser a%��� ≠ 0, ∀� ∈ ". 
 p� al#('ó# a��� #8 6'7#7 �á�'�85 #' �í#'�85. 

 (�  
La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 

su primera derivada en ese punto, por lo cual:  
 � = a%�0� = �sO��sO�v = 1. 

 
 El punto de tangencia es w�0, 1�. 
 
 La ecuación de la recta punto-pendiente es � − �O = ��� − �O�: 
 
 � − 0 = 1 · �� − 0� = �. 
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"7(6� 6�#$7#67: 6 ≡ � − � = 0. 

 
********** 
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4º) Resolver la integral: 3 = g ivo`ijs�ivoi · h�. 

 
---------- 

 3 = g ivo`ijs�ivoi · h� = g ivo`i�ivs�io�� · h� = g ivo`i�is��v · h�      �∗�    ⇒  

 ⇒ ivo`i�is��v = yi + zis� + {�is��v = y�is��vozi�is��o{ii�is��v = y�ivs�io��ozivszio{ii�is��v =  

 

= yivs�yioyozivszio{ii�is��v = �yoz�ivo�s�yszo{�ioyi�is��v ⇒           
 + > = 12
 + > − , = 0                   
 = 5u ⇒ > = −4;  
 2 · 5 − 4 − , = 0;   10 − 4 − , = 0;   6 − , = 0 ⇒ , = 6. 
 
 Sustituyendo los valores hallados en la expresión (*): 
 

 3 = g ivo`ijs�ivoi · h� = g Yì + s0is� + P�is��vZ · h� = 5p� − 4p|� − 1| + <.   (**) 

 

 < = g P�is��v · h� ⇒ �� − 1 = 6h� = h6 ! ⇒ 6 · g �|v · h6 = 6 · g 6s� · h6 = 

 = 6 · |}~s� + � = − P| + � = − Pis� + � = <. 

 
 Sustituyendo el valor de < en (**): 
 

 3 = g ivo`ijs�ivoi · h� = 5p� − 4p|� − 1| − Pis� + �. 

 3 = g ivo`ijs�ivoi · h� = 0̀ p � iis�� − Pis� + �. 

 
********** 
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5º) Un autobús transporta 60 viajeros de tres tipos. Hay viajeros que pagan el billete 
entero, que vale 1,2 euros. Otro grupo de viajeros abona el 80 % y un tercer grupo 
abona el 50 %. La recaudación del autobús fue de 46,56 euros. Calcular el número de 
viajeros de cada clase sabiendo que el número de viajeros con mayor descuento es el 
doble que el número del resto de viajeros. 
 

---------- 
 

 Siendo � los viajeros que pagan el billete entero; � los viajeros que pagan el 80 % del billete y � los viajeros que pagan el 50 % del billete. 
 
 Cada uno de los tipos paga: � → 1,2 7l�85; � → 0,96 7l�85; � → 0,6 7l�85. 
 
 El sistema de ecuaciones lineales que se deduce del enunciado es el siguiente: 
 

 
                             � + � + � = 601,2 · � + 0,96� + 0,6� = 46,56                                  � = 2�� + ���                         � + � + � = 60120� + 96� + 60� = 4.656                            � = 2� + 2� u  

                      � + � + � = 6030� + 24� + 15� = 1.164                  2� + 2� − � = 0u.  
 
 Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = � PO � ��.�P0 �0 �`O � s��
� � � �/O �0 �`� � s�� = s�.00Oo�./�ks�.kOOo�.�P0s�0oPOo/Os0ks/Oo/O = /.0[�s/.�0O[OsQ� = �`��k = 14. 

 

 � = � � PO �/O �.�P0 �`� O s��
�k = s�.�P0o�.kOOs�./�ko�.kOO�k = /.POOs/.0[��k = �Ok�k = 6. 

 

 � = � � � PO/O �0 �.�P0� � O �
�k = /.POOo�./�ks�.kkOs�./�k�k = `.[�ks`.�Ok�k = Q�O�k = 40. 

 ��$�# 7; :';;767 7#67�8 14 C'��7�85; 7; 80 %, 6 C'��7�85 � 7; 50 %, 40 C'��7�85. 

 
********** 
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