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PRUEBA DE ACCESOQO (EBAU)
UNIVERSIDAD DEL PAIS VASCO

JULIO — 2020
(RESUELTOS por Antonio Menguiano)

MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a cuatro de ellas. En cada parte de
responder a una Unica pregunta. En caso de responder a mas preguntas de las estif
das, las respuestas se corregiran en orden hasta llegar el nUmero necesario. No se
dran usar calculadoras que tengan pantalla grafica, posibilidad de transmitir datos, pr
gramables, que resuelvan ecuaciones, que hagan operaciones con matrices, que ca
len determinantes, que resuelvan integrales o que almacenen datos alfanuméricos.

Primera parte.
ax —y+2z=2

1°) Discutir el sistema de ecuaciones Iine%le's— 2y —z =1 en funcion del para-
x+2y+az=3

metroa. Resolver en funcion dg mediante el método de Cramer, en los casos en que

sea posible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a -1 2 a —1 2 2
M = (1 -2 —1) yM' = <1 -2 -1 1).
1 2 a 1 2 a 3

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

a -1 2
IM|=11 -2 —-1|=-2a?+4+1+4+2a+a=-2a*°+3a+9=0;
1 2 a

20> -3a—-9=0; a=

349472  3+V81 349 3
x4 =4=>a1=—5,a2=3.

Para {a i;?;/z} = Rang M = Rang M' = 3 = n%incdg.= S.C.D.
= -1 2 2

Paraa=—->=>M'=(1 -2 —1 1|=RangM' ={C;,C,Cs}=
1 2 -2 3
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=9+4—-14+4+3+3=22+0= RangM' = 3.

=1 -2 1
1 2 3
3 -1 2 2
Paraa=3=>M’=<1 -2 -1 1>=>RangM’=>{Cl,CZ,C4}=>
1 2 3 3
3 -1 2
=1 -2 1[=-18+4—-14+4—-6+3=—-14+0= RangM' = 3.
1 2 3
a=-—3/2 _ . . . .
Para{ Q=3 }:RangM—Z; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve por Cramer el caso de compatible determinado:

2 -1 2
1 -2 -1
3 2 a —4a+4+3+12+4+a —3a+23
X = > = 3 = .
—2a%+3a+9 _2(a+5)(a_3) —(2a+3)(a-3)
a 2 2
1 1 -1
|1 3 ql| _ a?+6-2-2+3a-2a _  a’+a+2
y —2a%+3a+9 —2(a+§)(a—3) -(2a+3)(a-3)’
a -1 2
1 -2 1
_ 1 2 3l _ —-6at4-1+4-2a+3 _ —-8a+10 2(a-5)
"~ —2a2+3a+9 _2(a+%)(a_3) T —(2a+3)(a-3) (2a+3)(a-3)’
-3a+23 a’+a+2 2(a-5)

Solucion: x =

“at3)@-3)’Y ~ —(za+3)(a-3)’

e VA ER —{—%,3}.
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1 a 1
2°) Sea la matri® (a) = <a 1 a>.

0 a 1

a) Determinar para qué valores@éa matriz no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa para 0, y en caso de que no sea posible
razonar por qué no es posible.

a)

b)

Una matriz en invertible cuando su determinante es distinto de cero.

1 a 1
a 1 a
0 a 1

M| = =1+a’-a*-a*=1-a*=0=>a, =-1,a, = 1.

M es invertible Va € R — {—1,1}.

1 0 1
Paraa=0=>M=<0 1 0).

0 0 1

Se obtiene la inversa por el método de Gauss-Jordan:

1 0 1|11 0 O 1 0 0|1 0 -1
(M|I)=<0 1 o0lo 1 0):{F1—>F1—F3}=><0 1 0|0 1 0).
0O 0 110 0 1 0O 0 110 0 1

1 0 -1
=>M‘1=<0 1 0).
0 0 1
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Segunda parte.

3% a) Hallar la ecuacion del planoque pasa por el pun#(—1, 2,3) y es paralelo a
los vectore®’ = (—1,-2,-3) yw = (1,3,5).

b) Hallar el valor de A para que el plamnaalculado en el apartado anterior y el plano
B = Ax — y + 5z = 8 sean perpendiculares.

a)
El vector normal del plano pedidoes linealmente dependiente del producto
vectorial de los vectorasy w:

i j k
PXW=|-1 -2 =-3|=-10i—3j—3k+2k+9i+5j=—-i+2k—k=>
1 3 5

=>n=(1,-2,1).
El haz de planog paralelos a tiene por expresior. =x — 2y +z+ D = 0.

De los infinitos planos del haz el planor es el que contiene al punto dado
A(—1,2,3):

y=x—-2y+z+D=0

A(—1,2,3)}=>_1_2'2+3+D=0; —2+D=0=>D=2,

n=x—2y+z+2=0.

b)
Dos planos son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores.

Un vector normal d = Ax —y + 5z = 8 esn’ = (4, —1, 5).
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

Aon=(1,-21)-(4-15)=A+2+5=A+7 > A=-7.
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4x — 3y +4z=-1
3x—2y+z=-3 " Hallar A
para que y m sean paralelos. Ademas, obtener el plaperpendicular ay que pase
por el origen.

4°) Sean el planm = 2x —y + Az = 0y larectar = {

El planor y la rectar determinan el sistenfex — 3y + 4z = —1

2x—y+Az:0}
3x—2y+z=-3

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
2 -1 A 2 -1 A O

M=|4 -3 4|yM=(4 -3 4 -1|
3 -2 1 3 -2 1 -3

Segun sean los rangosMey M’ pueden presentarse los siguientes casos:

1 > Rang M = Rang M' = 2 = La recta esta contenida en el plano.

2 > Rang M = 2; Rang M' = 3 = Larecta es paralela al plano.

3 > Rang M = Rang M' = 3 = Larecta y el plano son secantes.

Para que la recta sea paralela al plano es condicion necesaRiangud = 2.

2 -1 A
RangM=2= |4 -3 4|=0;, -6—84—-12+9A+16+4 = 0;
3 -2 1

A+2=0>=> A=-2.

Un vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, gt
sonn; = (2,1,-2)yn, = (0,1,1).

gk
vi=4 -3 4|=-3i+12j—8k+9%k+8i—4=5i+8j+k=
3 -2 1
=7 = (5,8,1).

El planoy pedido, por contener al origen, carece de término independiente.

y=5x+8y+2z=0.
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Tercera parte.
5°) Dada la funciéifi(x) = ax® + bx? + ¢, obtener los valores deb y ¢ para que su

gréafica pase paP(0,2) y tenga un extremo relativo é&{1, —1). ¢ Tienef mas extre-
mos?

Por pasar paP(0,2) = f(0) =2 = ¢ = 2.

Por pasar pa(1,—1) = f(1) = —1:

fD)=a-13+b-124+2=-1; a+b+2=-1; a+b=-3. (1)
Por tener un extremo relativo €1, —1) = f'(1) = 0.

f'(x) = 3ax? + 2bx.

f'(1)=0=3a-1242b-1=0; 3a+2b=0. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

a+b=—3} —2a—2b=6
3a+2b=0 3a+2b=0

}sa=6 6+b=-3>b=-9
La funcion resultg (x) = 6x3 — 9x? + 2.

fl(x) =18x2—-18x=0; 18x(x—1)=0=>x; =0,x, = 1.
f'"(x)=36x—18=0= f""(0) = —18 < 0 = Maximo.

La funcidn f tiene otro extremo relativo; un maximo para x = 0.
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6°) Seaf (x) = x>+ 9 y 0(0,0) un punto exterior en su grafica. Calcular razonada-

mente la (o las) tangentes a la gréficg drie pasen por O.

Las rectas que pasan por el origen de coordenadas tienen
forma:

una expresion de

y—Yo=m-(x—xy) >

o
N (R

>y—0=m-(x—0)=>y=mx.

Las rectas que nos piden, ademas de pasar por el orig 2

|
son tangentes a la funcion dada, por lo cual, su intersecciér
un punto unico.

La interseccién de dos funciones son los puntos que tie

en W\ip
por abscisas las raices de la ecuacién que resulta de la |guala‘cién; 7 |
de sus expresiones: el
— 42 !
X)=x 9 1]
f&) M }=>x2+9=mx; x? —mx+9 =0; ) )
y =mx *
%
+VmZ-36

Los puntos de tangencia son los siguientes:

|

m, = — f(x)—x +9}:>

y = —6 x2+9=—-6x; x>?+6x+9=0;

(x+3)2=0=>x=-3=T,(-3,18).

— A2
m2=6=>f(x)_yx_-zj} x2+9=06x; x>?—6x+9 =0;
(x—3)2=0=x=3=T,(3,18).

Las tangentes pedidas sont; =y = —6x,t, =y = 6x.

Para una mejor interpretacion del ejercicio se hace un esquema
adjunta.
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Cuarta parte.

7°) Dibujar la regién encerrada ptix) = x? — 2x + 1y g(x) = —x? + 5, y calcular
el area de dicha region.

a)

Los puntos de corte de las dos funciones tienen p
abscisas las raices de la ecuacién que resulta de la igus
cion de sus expresiones:

f(x)=gkx)=>x?—-2x+1=—x%+5;

202 —20—4=0; x2—x—2=0; x =" =
_1i\/§_£=>{x1=—1—>A(—1,4) gx.
T2 2 Tl =2-B21)

La funciénf (x) = x? — 2x + 1 es una parabola conveta) por ser positivo el
coeficiente dex? cuyo vértice es el siguientgf’(x) =2x—2=0=>x=1>
V;(1,0). Otros puntos de la parabola st(®, 1) y D(3, 4).

La funciéng(x) = —x2 + 5 es una parabola céncag@a) por ser negativo el
coeficiente dex? cuyo vértice es el puntig, (0,5). Otros puntos de la parabola son
E(1,4) y F(—2,1).

La representacion gréfica de la situacion se expresa, de forma aproximada, en
figura adjunta.

Para el calculo del area pedida se tiene en cuenta que en el intervalo correspc

diente a la superficie a calcular todas las ordenada&deson iguales o mayores que
las correspondientes ordenadag ¢e), por lo cual la superficie es la siguiente:

S=["1g(x)—f] - dx = [*[(=x® +5) = (x? = 2x + 1)] - dx =

2 2x3  2x? 2 2x3 2
= [[(—2x* +2x +4) - dx = [_T+T+ 4x]_1 = [—T+x2 + 4x]_1 =

_ 2.23 2 2'(_1)3 2 —
= (- +22+4-2) - [- 4 (-2 + 4 (-D) =
= -2 +4+8--14+4=15-2=15-6=9.

S =9u?.
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8°) Calcular las integralds= [ x - cos (2x) -dxy] = fx2+dz’;_3 - dx, explicando los
métodos usados para su resolucion.

u=x-du=dx
I=[x-cos(2x) -dx = =

cos (2x) - dx = dv—>v=%'sen (2x)
:x-%-sen(Zx)—f%-sen(Zx)-dx=§-sen(2x)—%-fsen(2x)-dx=
=§-sen(2x)+%-%-c0(2x)+€.

I=[x-cos(2x)-dx ==-[2x-sen (2x) + co (2x)] + C.

Lol Rl

J=[—2 . dx.

x242x-3

24VAFIZ  —24Vi6  —2+4
X2 +2x—3=0; x= > ==K =

x2+2x—-3=(x+3)(x-1).

L _ M N _ M-MANZAIN _ (MANx+(CMA3N) M+ N = 0} N
x2+2x-3  x+3  x-1  (x+3)(x-1) x242x-3 —M+3N=1

S4N=1 N==; M+-=0=>M=—-,
4 4 4

x—1

1 1
_ ax — 4 4 _a |, -1, 1 _
]_fx2+2x—3 dx_f<x+3+ ) dx 4 Llx — 1] 2 Llx+3|+C

E|+C.

x+3

L

1
4

x2+2x-3

J=[go—rdx=1-L

x—_1|+c.
x+3
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Quinta parte.

99 En una empresa el 70 % de sus trabajadoras estan satisfechas con su contrat
entre las satisfechas con su contrato el 80 % gana mas de 1.000 euros. Entre las
satisfechas solo el 20 % gana mas de 1.000 euros. Si se elige una trabajadora al az:

a) ¢,Cudl es la probabilidad de que gane méas de 1.000 euros?

b) Si gana mas de 1.000 euros, ¢ cudl es la probabilidad que esté satisfecha con
contrato?

¢) ¢ Cudl es la probabilidad de que gane menos de 1.000 euros y esté satisfecha cor
contrato?

S>p=07-08=056

Satisfecha
-p=07-02=0,14

No satisfecha -p=03-02=006

S>p=03-08=024

a)
P = P(> 1.000) = P(S N> 1.000) + P(S n> 1.000) =

= P(S) - P(> 1.000/S) + P(S) - P(> 1.000/S) = 0,7- 0,8+ 0,3- 0,2 =

= 0,56 + 0,06 = 0,62.

b)
P(SN>1.000) _ 0,7:0,8 _ 0,56

P(S| > 1.000) = P(>1.000) 062 0,62

= 0,9032.

c)
P = P(S N< 1.000) = P(S) - P(< 1.000/S) = 0,7 - 0,2 = 0,14.
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10°) En un garaje hay 30 aparcamientos. En cada aparcamiento puede encontrarse c
un automovil, con independencia de lo que ocurra en los otros. Si la probabilidad d
gue un aparcamiento esté ocupado es de 0,4, se pide:

a) ldentificar y describir este modelo de probabilidad.

b) Hallar la probabilidad de que cierto dia haya 8 automaoviles aparcados.

c¢) Hallar la probabilidad de que un dia haya entre 10 y 20 automéviles aparcados.

a)

Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:

p=04 q=06; n=30 = X~B(30;0,4).

b)
La formula de la probabilidad de que meelementos- sean favorables es la

siguienteP = (Z) -p" g™,

n = 30 _ (30 8 . 22 _ 30! 8 . 22 _
r=8}=>P_(8) 0,4%-0,6% =25 047 0,6 =

30-29-28-27-26-25-24-23
= - 0,48 - 0,622 =
8:7:6-5-4:3-2

29:27-26:25-23
T2 0,480,622 =

=29-27-13-25-23-0,48-0,6%% = 5.852.925 - 8,6260 - 10~° = 0,0505

c)

Transformando la distribuciéon binomial en una normal:

u=n-p=30-04=12.

o=n-p-q=+30-0,4-0,6=+72=268.

X = B(30; 0,4) ~ N(12; 2,68).

e ege . X—- X-12
Tipificando la variableX — T“ =

Considerando la correcciéon de Yates:

P = P(9,5 <X< 20,5) _ P(9,5—12 <7< 20,5—12) _ P(i's <z SS_’S) _
2,68 2,68 2,68 2,68

= P(-0,93<2<317)=P(Z<317)—[1-P(Z<093)] =



=P(Z<317)—-1+P(Z <093)=0,9992-1+0,8238=1-1,8230 =

= 0,8230.
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