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Ese examen tiene cinco partes. Debes responder a cuatro de ellas. En cada parte debes 
responder a una única pregunta. En caso de responder a más preguntas de las estipula-
das, las respuestas se corregirán en orden hasta llegar el número necesario. No se po-
drán usar calculadoras que tengan pantalla gráfica, posibilidad de transmitir datos, pro-
gramables, que resuelvan ecuaciones, que hagan operaciones con matrices, que calcu-
len determinantes, que resuelvan integrales o que almacenen datos alfanuméricos. 
 
Primera parte. 

1º) Discutir el sistema de ecuaciones lineales �� + � + � = 2�       2� + 3� + 4� = 2  4� + 4� + �� = 4� en función del pa-

rámetro � y resolver cuando sea posible. 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = 
1 1 12 3 44 4 �� y �′ = 
1 1 12 3 44 4 �    2�24��. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �1 1 12 3 44 4 �� = 3� + 8 + 16 − 12 − 16 − 2� = � − 4 = 0 ⇒ � = 4.  

 ���� � ≠ 4 ⇒ ���� � = ���� �� = 3 = �º !�"ó�. ⇒ %. &. '. 

 

���� � = 4 ⇒ �� = 
1 1 12 3 44 4 4    8216� ⇒ ���� �� ⇒ (&), &+, &,- ⇒  

 

⇒ �1 1 82 3 24 4 16� = 48 + 64 + 8 − 96 − 8 − 32 = −16 ≠ 0 ⇒ ���� �� = 3. 
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���� � = 4 ⇒ ���� � = 2;  ���� �� = 3 ⇒ %!0123� !�"435�1!672. 
 
 Se resuelve para � ≠ 4 por el procedimiento de Gauss. 
 

 
1 1 12 3 44 4 �    2�24�� ⇒ 89+ → 9+ − 29)9; → 9; − 49)< ⇒ 
1 1 10 1 20 0 � − 4    2�2 − 4�−4� � ⇒ 

 ⇒ =� − 4>� = −4�;   � = ?,@@?,. 

 

       � + 2� = 2 − 4�;  � = 2 − 4� − 2 · ?,@@?, = 2 − 4� + B@@?, = +@?B?,@CD)E@DB@@?, =  

 = ?,@CD+E@?B@?, . 

 

 � + � + � = 2�;   � = 2� − � − � = 2� − ?,@CD+E@?B@?, − ?,@@?, =  

 = 2� − ?,@CD+E@?BD,@@?, = 2� − ?,@CD;F@?B@?, = +@C?B@D,@C?;F@DB@?, = E@C?;B@DB@?, .  

 %47G"!ó�: � = E@C?;B@DB@?, ;  � = ?,@CD+E@?B@?, ; � = ?,@@?, , ∀� ∈ � − (4-. 
 

********** 
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2º) Dada la matriz � = K1 01 1L, calcular razonadamente �+.F+F. 

 
---------- 

 

 �+ = � · � = K1 01 1L · K1 01 1L = K1 02 1L. 

 

 �; = �+ · � = K1 02 1L · K1 01 1L = K1 03 1L. 

 
     ·········· 
 

 �M = K1 0� 1L  ⇒  �+.F+F = K 1 02.020 1L. 

 
********** 
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Segunda parte. 
 

3º) Sea la recta � ≡ 83� + � − � = 2  2� + � + 4� = 1 y el plano O ≡ 3� + =� + 1>=� + 1> + �� = 1: 

 �> Hallar � para que la recta y el plano sean paralelos. 
 6> Determinar si el punto �=1, 1, 2> pertenece al plano determinado en �>. 

---------- �>  
Un vector director de la recta � es cualquiera que sea linealmente dependiente 

del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que 
son �)PPPP⃗ = =3, 1, −1> y �+PPPP⃗ = =2, 1, 4>. 
 

RSPPP⃗ = �! T U3 1 −12 1 4 � = 4! − 2T + 3U − 2U + ! − 12T = 5! − 14T + U ⇒ 

 ⇒ RSPPP⃗ = =5, −14, 1>. 
 
 O ≡ 3� + =� + 1>=� + 1> + �� = 1;   3� + =� + 1>� + � + 1 + �� = 1 ⇒ 
 ⇒ O ≡ 3� + =� + 1>� + �� + � = 0  
 
 Un vector normal del plano es �P⃗ = =3, � + 1, �>. 
 
 Para que la recta � y el plano O sean paralelos, el vector director de la recta y el 
vector normal del plano tienen que ser perpendiculares. 
 
 Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 
 RSPPP⃗ · �P⃗ = 0 ⇒ =5, −14, 1> · =3, � + 1, �> = 0;   15 − 14� − 14 + � = 0; 
 −13� + 1 = 0 ⇒ � = ));. 

 6>  

 El plano resulta: O ≡ 3� + K )); + 1L � + )); � + )); = 0. Eliminando denomina-

dores: O ≡ 39� + 14� + � + 1 = 0. 
 

El punto �=1, 1, 2> pertenecerá al plano O si satisface su ecuación: 
 O ≡ 39� + 14� + � + 1 = 0                                    �=1, 1, 2>< ⇒ 39 + 14 + 2 + 1 ≠ 0 ⇒  � ∉ O.  

 
********** 
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4º) Hallar el punto Q, simétrico de �=1, 2, 3> respecto al plano O ≡ � + � + � = 0, 
explicando los pasos seguidos para su cálculo. 
 

---------- 
 
La recta 1 que pasa por X y es perpendicular al plano O tiene como vector director 

al vector normal del plano: �P⃗ = =1, 1, 1>.  1 ≡ �� = 1 + Y� = 2 + Y� = 3 + Y. 

 
El punto �, intersección del plano O 

con la recta 1 es el siguiente: 
 

 

O ≡ � + � + � = 0
      � ≡ �� = 1 + Y� = 2 + Y� = 3 + Y Z ⇒ 

 ⇒ 1 + Y + 2 + Y + 3 + Y = 0;   
 3Y + 6 = 0;   Y + 2 = 0 ⇒ Y = −2 ⇒ �=−1, 0, 1>. 
 
 Tiene que cumplirse que X�PPPPPP⃗ = �XPPPPPP⃗ . 
 
 ��PPPPPP⃗ = [� − �\ = [=−1, 0, 1> − =1, 2, 3>\ = =−2, −2, −2>. 
 
 �XPPPPPP⃗ = [X − �\ = [=�, �, �> − =−1, 0, 1>\ = =� + 1, �, � − 1>. 
 

=−2, −2, −2> = =� + 1, �, � − 1> ⇒ �� + 1 = −2 → � = −3� = −2                            � − 1 = −2 → � = −1] ⇒  

 ⇒   X′=−3, −2, −1>. 

 
********** 

  

X=�, �, �> 

�=1, 2, 3> 
1 

O 

� 
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Tercera parte. 
 

5º) Sea ̂  la función definida como sigue: ^=�> = 8 ��+ + 3�   0!   � ≤ 2�+ − 6� − 4  0!  � > 2, calcular � 

y 6 razonadamente, sabiendo que ^ es derivable en toda la recta real. 
 

---------- 
 
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función ̂ =�> es continua en R, excepto para � = 2, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores reales de � � 6 para que lo sea. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 ���� � = 2 ⇒ � limd→+e ^=�> = limd→+=��+ + 3�> = 4� + 6 = ^=2>            limd→+f ^=�> = limd→+=�+ − 6� − 4> = 4 − 26 − 4 = −26 ⇒ 

 ⇒ limd→+e ^=�> = limd→+f ^=�> = ^=2> ⇒ 4� + 6 = −26 ⇒ 4� + 26 = −6 ⇒  

 ⇒ 2� + 6 = −3.     (1) 
 
 La función ̂ =�> es derivable en R, excepto para � = 2 cuya derivabilidad se va 
a forzar determinando los correspondientes valores de � � 6. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 ^�=�> = g2�� + 3   0!   � ≤ 22� − 6   0!  � > 2 ⇒ ^�=2?> = 4� + 3^�=2D> = 4 − 6   < ⇒   

 ⇒  ^�=2?> = ^�=2D> ⇒ 4� + 3 = 4 − 6;   4� + 6 = 1.     (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 2� + 6 = −34� + 6 = 1   h  −2� − 6 = 3   4� + 6 = 1h ⇒ 2� = 4;   � = 2.  4 + 6 = −3;   6 = −7. 

 j� ^G�"!ó� ^=�> 20 k2�!R�672 2� � 5��� � = 2 � 6 = −7. 

 
********** 
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6º) Estudiar los intervalos de crecimiento y decrecimiento de la función ^=�> = �+2+d. 
Encontrar sus extremos.  

---------- 
 
 Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 ^�=�> = 2� · 2+d + �+ · 2 · 2+d = 2 · � · 2+d · =1 + �>. 
 
 ^�=�> = 0 ⇒ 2 · � · 2+d · =1 + �> = 0 ⇒ �) = −1, �+ = 0. 
 
 La función ̂ =�> = �+2+d es continua en R por ser producto de dos funciones 
continuas en R, por lo cual, las raíces de la primera derivada dividen el dominio en los 
intervalos =−∞, −1>, =−1, 0> � =0, +∞>, donde la función es, alternativamente, cre-
ciente y decreciente. 
 
 Considerando, por ejemplo, el valor � = 1 ∈ =0, +∞>: 
 
 ^�=1> = 2 · 1 · 2+ · =1 + 1> > 0 ⇒ &�2"!2�12. 
 
 De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son 
los siguientes: 
 &�2"!3!2�14: ^�=�> > 0 ⇒ � ∈ =−∞, −1> ∪ =0, +∞>. 

 '2"�2"!3!2�14: ^�=�> < 0 ⇒ � ∈ =−1, 0>. 

 
 El máximo y el mínimo de la función se deducen de los intervalos de crecimiento 
y decrecimiento y de la continuidad de la función; no obstante se deducen por la se-
gunda derivada. 
 
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condición necesaria 
no es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la 
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 
 ^�=�> = 2+d · =2� + 2�+> 
 
 ^��=�> = 2 · 2+d · =2� + 2�+> + 2+d · =2 + 4�> = 
 = 2 · 2+d · =2� + 2�+ + 1 + 2�> = 2 · 2+d · =2�+ + 4� + 1>. 
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 ^��=−1> = 2 · 2?+ · =2 − 4 + 1> = − +oC < 0 ⇒ �á�!34 5��� � = −1 

 

 ^=−1> = =−1>+2?+ = )oC ⇒ �á�!34 �27�1!R4: � K−1, )oCL. 

 ^��=0> = 2 · 2F · =0 + 0 + 1> = 2 > 0 ⇒ �í�!34 �27�1!R4 5��� � = 0. 
 
 ^=0> = 0+2F = 0 ⇒ �í�!34 �27�1!R4: r=0, 0>. 
 

********** 
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Cuarta parte. 
 
7º) Representar la región finita del plano limitada por la curva � = 3 − �+ y por la 
recta � = 2�. Calcular su área. 

---------- 
 
 La función � = ^=�> = 3 − �+ es una parábola cóncava =∩> por ser negativo el 
coeficiente de �+. Su vértice es el punto t=0, 3>. 

 
Los puntos de corte de la parábola y la recta tienen por abscisas las raíces de la 

ecuación que se obtienen de la igualación de sus expresiones: 
 3 − �+ = 2�; �+ + 2� − 3 = 0;    
 � = ?+±√,D)++ = ?+±,+ ⇒ 8�) = −3 → �=−3, −6>�+ = 1 → X=1, 2>         . 
  

La representación gráfica de la situación es, 
aproximadamente, la que se indica en la figura ad-
junta. 

 
Por ser todas las ordenadas de la recta meno-

res que las correspondientes ordenadas de la pará-
bola en el intervalo =−3, 1>, la superficie a calcular 
es la siguiente: 
 

 % = w [=3 − �+> − 2�\ · k�)?; = 
 = w =−�+ − 2� + 3> · k� =)?;   
 = x− dy; − +dC+ + 3�z?;

) = x− dy; − �+ + 3�z?;
) =  

 = K− )y; − 1+ + 3 · 1L − x− =?;>y; − =−3>+ + 3 · =−3>z =  

 = − ); − 1 + 3 − 9 + 9 + 9 = 11 − ); = ;;?); = ;+; . 

 % = ;+;  G+ ≅ 10,67 G+. 

 
********** 
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8º) Explicar en qué consiste el método de integración por partes y aplicarlo para calcu-
lar la integral ~ = w � · "40 =3�> · k�. 
 

---------- 
 
 El método de integración “por partes” está basado en la regla de derivación de 
dos funciones. 
 
 La fórmula de la derivación “por partes” es: w G · kR = G · R − w R · kG. 
 
 La demostración de la fórmula anterior es la siguiente: 
 
 Sean las funciones G=�> � R=�>. 
 
 La diferencial de =G · R> es la siguiente: k=G · R> = kG · R + G · kR. 
 
 G · kR = k=G · R> − R · kG. Integrando: 
 
 w G · kR = w k=G · R> − w R · kG ⇒  w G · kR = G · R − w R · kG. 

 
 ~ = w � · "40 =3�> · k� ⇒ � G = � → kG = k�"40 =3�> · k� = kR → R = ); · 02� =3�>� ⇒  

 ⇒ � · ); · 02� =3�> − w ); · 02� =3�> · k� = d; · 02� =3�> − ); · w 02� =3�> · k� =  

 = d; · 02� =3�> + ); · ); · "40 =3�> + &. 

 ~ = w � · "40 =3�> · k� = )� · [3� · 02� =3�> + "40 =3�>\ + &. 

 
********** 
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Quinta parte. 
 
9º) Una máquina produce recipientes cuyas capacidades se distribuyen según una dis-
tribución normal �=10; 0,1>. Un fabricante considera que un recipiente es defectuoso 
si su capacidad no está entre 9,8 y 10,1. Calcular: 
 �> La probabilidad de que un recipiente sea considerado defectuoso. 
 6> Si se han fabricado 1.500 recipientes, ¿cuántos se esperan defectuosos? 
 

---------- �>  
 La probabilidad de no defectuoso es la siguiente: 
 '�140:  � = 10;   � = 0,1. 

 } → �=�;  �> = �=10;  0,1>.  Tipificando la variable: � = �?)FF,) . 

 � = �=9,8 ≤ } ≤ 10,1> = � K�,B?)FF,) ≤ � ≤ )F,)?)FF,) L = � K?F,+F,) ≤ � ≤ F,)F,)L =  

 = �=−2 ≤ � ≤ 1> = �=� < 1> − [1 − �=� < 2>\ = �=� < 1> − 1 + �=� < 2> =  
 = 0,8413 − 1 + 0,9772 = 1,8185 − 1 = 0,8185. 
 ��46�6!7!k�k k2 k2^2"1G404 = 1 − 0,8185 = 0,1815. 

 6> Si se han fabricado 1.500 recipientes, ¿cuántos se esperan defectuosos? 
 
 � = � · 5 = 1.500 · 0,1815 = 272,25. 
 %2 2052�� �G2 272 �2"!5!2�120 02�� ^2"1G4040. 

 
********** 
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&� 

�� ��&� ∩ ��� = 1 − �=&� ∪ ��> 

10º) En un instituto el 40 % de sus alumnos tiene el cabello castaño, el 35 % tiene ojos 
azules y el 15 % tiene el cabello castaño y los ojos azules. Se escoge una persona al 
azar: 
 �> Si tiene los cabellos castaños, ¿cuál es la probabilidad de que tenga los ojos azules? 
 6> Si tiene los ojos azules, ¿cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño? 
 "> ¿Cuál es la probabilidad de que no tenga el cabello castaño ni los ojos azules? 
 k> ¿Cuál es la probabilidad de que tenga el cabello castaño o los ojos azules? 
 

---------- 
 '�140: �=&�> = 0,40;   �=��> = 0,35;   �=&� ∩ ��> = 0,15. 

 �>  � = �=��/&�> = �=@�∩��>�=��> = F,)�F,,F = 0,375. 

 6>  � = ��&�/��� = ����∩@���=@�> = �=@�>?�=@�∩��>�=@�> =  

 = F,;�?F,)�F,;� = F,+FF,;� = 0,5714. 

 ">  � = 1 − �=&� ∪ ��> =  
 = 1 − [�=&�> + �=��> −  �=&� ∩ ��>\ =  
 = 1 − =0,40 + 0,35 − 0,15> = 1 − 0,60 = 0,40.  
 k>  �=&� ∪ ��> = �=&�> + �=��> −  �=&� ∩ ��> = 0,40 + 0,35 − 0,15 = 0,60.  
 

********** 
 

&� 

�� &� ∩ �� = �� − =&� ∩ ��> 
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