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Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una única pregunta. 
 
Primera parte. 

1º) Discutir el sistema de ecuaciones lineales ��� − � + � = 1   3� − � + �� = � � + �� − 1
� = 1 en función del pará-

metro �. Resolver el sistema para � = 3, si es posible. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = �� −1 13 −1 �1 0 � − 1� y �′ = �� −1 13 −1 �1 0 � − 1    1�1�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 |�| = �� −1 13 −1 �1 0 � − 1� = −��� − 1
 − � + 1 + 3�� − 1
 = 0;  

 −�� + � − � + 1 + 3� − 3 = 0;  −�� + 3� − 2 = 0;  �� − 3� + 2 = 0;  
 � = �±√���� = �±√�� = �±�� ⇒ �� = 1, �� = 2. 

 !�"� #� ≠ 1� ≠ 2% ⇒ &�'( � = &�'( �) = 3 = 'º +',ó(. ⇒ /. 0. 1. 

 

!�"� � = 1 ⇒ �) = �1 −1 13 −1 11 0 0    111� ⇒ &�'( �) ⇒ 20� = −0�3 ⇒  

 

⇒ 20�, 0�, 043 ⇒ �1 −1 13 −1 11 0 1� = −1 − 1 + 1 + 3 = 4 ≠ 0 ⇒ &�'( �) = 3. 
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!�"� � = 1 ⇒ &�'( � = 2;  &�'( �) = 3 ⇒ /+6789� +',:9;�7+<=8. 
 

!�"� � = 2 ⇒ �) = �2 −1 13 −1 21 0 1    121� ⇒ 20� = 043 ⇒ &�'( �) = 2.  

 !�"� � = 2 ⇒ &�'( � = &�'( �) = 2 < 'º +',ó(. ⇒ /. 0. ?. 
 

Para � = 3 el sistema es �3� − � + � = 1  3� − � + 3� = 3� + 2� = 1          , que es compatible determinado. Re-

solviendo por la regla de Cramer: 
 

� = �� �� �� �� �� @ ��
��AB�·��� = ����B�BD�� = ��� = −1. 

 

� = �� � �� � �� � ��
�� = ��B�B������D�� = D�� = −3. 

 

� = �� �� �� �� �� @ ��
�� = ����B�B��� = ���� = 1. 

 /:=E,+ó': � = −1, � = −3, � = 1. 

 
********** 
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2º) Sea la matriz ���
 = �2 3 �1 � 10 � −1�. 

 �
 Determinar para qué valores del parámetro � la matriz A no tiene inversa. 
 <
 Calcular, si es posible, la matriz inversa de A para � = 2. 
 

---------- �
  
 Una matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero. 
 

 |���
| = �2 3 �1 � 10 � −1� = −2� + �� − 2� + 3 = 0;  �� − 4� + 3 = 0; 
 � = 4±√�D���� = 4±√4� = 4±�� = 2 ± 1 ⇒ �� = 1, �� = 3. 

 G� 9�7"+� � ': 7+8'8 +'H8"6� ;�"� � = 1 � ;�"� � = 3. 

 <
  

Para � = 2 es � = �2 3 21 2 10 2 −1�.  |�| = 2� − 4 · 2 + 3 = −1. 

�I = �2 1 03 2 22 1 −1�. 

 

       JKL. K8 �I =
⎝
⎜⎜⎛

P2 21 −1P − P3 22 −1P P3 22 1P
− P1 01 −1P P2 02 −1P − P2 12 1P

P1 02 2P − P2 03 2P P2 13 2P ⎠
⎟⎟⎞ = �−4 7 −11 −2 02 −4 1 �. 

 

��� = UVW.  VX YZ|Y| = ��4 [ ��� �� @� �4 � �
��  ⇒  ��� = � 4 −7 1−1 2 0−2 4 −1�. 

 
********** 
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Segunda parte. 
 
3º) Sea " la recta que pasa por los puntos J�1, �, −1
 � \�<, 1, 1
 y el plano ] de ecua-
ción � + � − 2� = 2<. 
 �
 Calcular los valores de los parámetros � � < para que la recta " sea perpendicular al 
plano ]. 
 <
 Calcular los valores de los parámetros � � < para que la recta " esté contenida en el 
plano ]. 

---------- �
  
 Los puntos J�1, �, −1
 � \�<, 1, 1
 determinan el vector: 
 
 J\^̂^̂ ^⃗ = `\^̂ ^̂ ^⃗ − `J^̂^̂ ^⃗ = a�<, 1, 1
 − �1, �, −1
b = �< − 1, 1 − �, 2
. 
 
 El vector normal de " es cualquiera que sea linealmente dependiente al vector J\^̂^̂ ^⃗ = �< − 1, 1 − �, 2
, Hc^̂ ^⃗ = �< − 1, 1 − �, 2
. 
 
 Un vector normal del plano ] es '⃗̂ = �1, 1, −2
 
 
 La recta " y el plano ] son perpendiculares cuando el vector director de la recta 
y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, es decir: cuando sus com-
ponente son proporcionales: 
 

 
d��� = ��e� = ���  ⇒  � = 2 � < = 0. 

 <
  
Para que la recta " esté contenida en el plano ] es condición necesaria que el 

vector director de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares, es decir: 
que su producto escalar sea cero. 

 Hc^̂ ^⃗ · '⃗̂ = 0 ⇒ �< − 1, 1 − �, 2
 · �1, 1, −2
 = 0;   < − 1 + 1 − � − 4 = 0 ⇒  
 ⇒ −� + < = 4.     (1) 
 
 Por otra parte, si el plano ] contiene a la recta " contiene a todos sus puntos y, 
por lo tanto, por ejemplo, contiene al punto J�1, �, −1
. 
 
 El plano ] contiene al punto A cuando satisface su ecuación: 
 ] ≡ � + � − 2� = 2<                   J�1, �, −1
g ⇒ 1 + � − 2 · �−1
 = 2<;   1 + � + 2 = 2<;  
 � − 2< = −3.     (2) 
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 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 −� + < = 4    � − 2< = −3 % ⇒ −< = 1;   < = −1.  −� − 1 = 4 ⇒ � = −5. 

 i= ;=�': ] ,:'7+8'8 � =� "8,7� " ;�"� � = −5 � < = −1. 

 
********** 
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4º) Encontrar las ecuaciones paramétricas de la recta 6 que pasa por el punto !�−2, 1, 0
 y corta perpendicularmente a la recta " de ecuaciones paramétricas 2� = 1 − 27, � = 1 + 7, � = 73. Calcular la distancia de ! al punto de corte de ambas 
rectas. 

---------- 
 

 " ≡ �� = 1 − 27� = 1 + 7  � = 7          . Un vector director de " es Hc^̂ ^⃗ = �−2, 1, 1
. 

 
 El haz de planos j perpendiculares a la recta " tiene la siguiente expresión ge-
neral: j ≡ −2� + � + � + 1 = 0. 
 
 De los infinitos planos del haz j, el plano k que contiene al punto !�−2, 1, 0
 
es el que satisface su ecuación: 
 j ≡ −2� + � + � + 1 = 0                             !�−2, 1, 0
g ⇒ −2 · �−2
 + 1 + 0 + 1 = 0 ⇒ 1 = −5 ⇒  

 ⇒ k ≡ −2� + � + � − 5 = 0. 
 
 El punto l de corte del plano k y la recta " es la solución del sistema que forman: 
 

 

k ≡ −2� + � + � − 5 = 0
                  " ≡ �� = 1 − 27� = 1 + 7  � = 7          m ⇒ −2�1 − 27
 + �1 + 7
 + 7 − 5 = 0; 

 −2 + 47 + 1 + 7 + 7 − 5 = 0;   67 − 6 = 0;   7 − 1 = 0;   7 = 1 ⇒  
 

⇒ �� = 1 − 2 = −1� = 1 + 1 = 2   � = 1                   o ⇒ l�−1, 2, 1
. 

 
 !l^̂^̂ ^⃗ = `l^̂^̂^̂⃗ − `!^̂^̂ ^⃗ = a�−1, 2, 1
 − �−2, 1, 0
b = �1, 1, 1
. 
 K = !l = p!l^̂^̂ ^⃗ p = √1� + 1� + 1�  ⇒  K = √3 E'+K�K86. 
 

********** 
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Tercera parte. 
 
5º) Estudiar los máximos, los mínimos y los intervalos de crecimiento y decrecimiento 
de la función q��
 = 5 + 8�� − �4. Representar la gráfica de q. 
 

---------- 
 
 Teniendo en cuenta que q�−�
 = q��
, la función es simétrica con respecto al 
eje de ordenadas. 
 

Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 
negativa, respectivamente. 
 
 q)��
 = 16� − 4�� = 4��4 − ��
 = 0 ⇒ �� = −2, �� = 0, �� = 2. 
 
 Por ser q��
 polinómica, las raíces de la derivada dividen a la recta real en los 
intervalos �−∞, −2
, �−2, 0
, �0, 2
 � �2, +∞
, donde la derivada es, alternativa-
mente, positiva o negativa. 
 
 Considerando, por ejemplo, el valor � = 1 ∈ �0, 2
 es: 
 q)�1
 = 4 · 1 · �4 − 1�
 = 12 > 0 ⇒ ,"8,+8'78. 
 

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son 
los siguientes: q)��
 < 0 ⇒ 18,"8,+9+8'7:: � ∈ �−2, 0
 ∪ �2, +∞
. 

 q)��
 > 0 ⇒ 0"8,+9+8'7:: � ∈ �−∞, −2
 ∪ �0, 2
. 
 
 Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-
ción necesaria que se anule su derivada en ese punto.  

 
        q)��
 = 0 ⇒ �� = −2, �� = 0, �� = 2. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 
       q))��
 = 16 − 12��. 
 
 q))�−2
 = 16 − 12�−2
� = 16 − 48 < 0 ⇒ �á�9: "8=�7+H: ;�"� � = −2. 
 
 q�−2
 = q�2
 = 5 + 8 · 2� − 24 = 5 + 32 − 16 = 21 ⇒ �á�. → J�−2, 21
. 
 
 Por simetría: �á�. → \�2, 21
. 
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 q))�0
 = 16 > 0 ⇒ �í'+9: "8=�7+H: ;�"� � = 0. 
 q�0
 = 5 ⇒ �í'. → 0�0, 5
. 
 
 Conviene obtener los puntos de inflexión para facilitar la 
representación gráfica de la función. 
 
 Una función tiene un punto de inflexión cuando se anula 
su segunda derivada y es distinta de cero la tercera derivada para 
los valores que anulan la segunda. 
 
 q))��
 = 0 ⇒ 16 − 12�� = 0;   4 − 3�� = 0;   
 �� = 4� ⇒ � = ± �√�� . 

 
 q)))��
 = −36�. q)))z±A√{{ | ≠ 0 ⇒ 
 ⇒ !E'7:6 K8 +'q=8�+ó' ;�"� � = ± �√�� . 

 

 qz±A√{{ | = 5 + 8 · 4� − }4�~� = 5 + ��� − �D� = 

 4�B�D��D� = ���� . Puntos de inflexión: � }− �√�� , ���� ~  � � }�√�� , ���� ~. 

 
 Otros puntos de la curva son: 
 q�−3
 = q�3
 = 5 + 8 · 3� − 34 = 5 + 72 − 81 = 77 − 81 = −4 ⇒  

 ⇒ !�−3, −4
 � l�3, −4
. 
 
 Con los datos obtenidos se puede hacer una representación gráfica, aproximada, 
de la función, que es la indicada en el gráfico adjunto. 
 

********** 
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6º) Sea la función  q��
 = J�� + \�� + 0� + J. 
 �
 Obtener los valores de los parámetros J, \ � 0 para que la gráfica de q pase por el 
punto !�0, 1
 y tenga un mínimo en el punto l�1, 1
. 
 <
 ¿La función obtenida tiene otros máximos o mínimos? En caso afirmativo, encon-
trarlos. 

----------  �
  
 Por pasar por el punto !�0, 1
 ⇒ q�0
 = 1: 
 
 q�0
 = 1 ⇒ J = 1. 
 
 La función resulta: q��
 = �� + \�� + 0� + 1. 
 
 Por contener al punto l�1, 1
 ⇒ q�1
 = 1: 
 q�1
 = 1� + \ · 1� + 0 · 1 + 1 = 1 + \ + 0 + 1 = 1;   \ + 0 = −1.     (1) 

 
 Por tener un mínimo relativo en l�1, 1
 ⇒ q)�1
 = 0: 
 
 q)��
 = 3�� + 2\� + 0. 
 
 q)�1
 = 3 · 1� + 2\ · 1 + 0 = 0;   2\ + 0 = −3.     (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

   \ + 0 = −12\ + 0 = −3%  −\ − 0 = 1   2\ + 0 = −3% ⇒ \ = −2. −2 + 0 = −1 ⇒ 0 = 1.  

  <
  
La función es q��
 = �� − 2�� + � + 1. 
 
Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-

ción necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condición, que es necesaria, 
no es suficiente; para que exista el máximo o mínimo es necesario que no se anule la 
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada. 
 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 
         q)��
 = 3�� − 4� + 1.  q))��
 = 6� − 4. 
 

 q)��
 = 0 ⇒ 3�� − 4� + 1 = 0;   � = 4±√�D���D = 4±�D ⇒ �� = �� , �� = 1. 
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 q))z�{| = 6 · �� − 4 = −2 < 0 ⇒ �á�+9: "8=�7+H: ;�"� � = ��. 

 qz�{| = z�{|� − 2 · z�{|� + �� + 1 = ��DB�B�[�[ = ���[ ⇒ �á�. J }�� , ���[~. 

 q))�1
 = 6 · 1 − 4 = 2 > 0 ⇒ �í'+9: "8=�7+H: ;�"� � = 1. 
 q�1
 = 1� − 2 · 1� + 1 + 1 = 1 ⇒ �í'. \�1, 1
. 
 

********** 
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Cuarta parte. 
 

7º) Sean las funciones q��
 = �� , (��
 = ��, ℎ��
 = �A� . 

 �
 Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las gráficas de esas 
tres funciones. 
 <
 Calcular el área de dicho recinto. 

---------- �
  
 Las funciones q��
 � (��
 se 
cortan en el punto J�1, 1
; las funcio-
nes q��
 � ℎ��
 se cortan en el punto \ }2, ��~ y las funciones (��
 � ℎ��
 

se cortan en el punto `�0, 0
. 
 <
  
 De la observación de la figura se 
deduce la superficie a calcular, que es 
la siguiente: 
 

 / = � a(��
 − ℎ��
b�@ · K� + � aq��
 − ℎ��
b�� · K� = 
 = � }�� − �A� ~�@ · K� + � }�� − �A� ~�� · K� = ��{� − �{�4�@

� + �G� − �{�4��
� =  

  = �}�{� − �{�4~ − 0� + �}G2 − �{�4~ − }G1 − �{�4~� = �� − ��4 + G2 − �� − G1 + ��4 = G2 ⇒  

 ⇒ G2 E� ≅ 0,69 E�. 
********** 
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8º) Calcular, explicando los métodos utilizados, las integrales ? = ��� + 2
 ·68' �2�
 · K� y � = � �B[�A�4��� · K�. 

---------- 
 ? = ��� + 2
 · 68' �2�
 · K� ⇒ � E = � + 2 → KE = K�KH = 68' �2�
K� → H = − �� ,:6 �2�
� ⇒  

 ⇒ −�� + 2
 · �� · ,:6 �2�
 + � �� · ,:6 �2�
 · K� =  

 = − �� · �� + 2
 · ,:6 �2�
 + �� · � ,:6 �2�
 · K� =  

 = − �� · �� + 2
 · ,:6 �2�
 + �� · �� · 68' �2�
 + 0 ⇒  

 ⇒ ? = ��� + 2
 · 68' �2�
 · K� = �4 · a68' �2�
 − 2 · �� + 2
 · ,:6 �2�
b + 0. 

 
 � = � �B[�A�4��� · K�. 

 �� − 4� − 5 = 0;   � = 4±√�DB�@� = 4±√�D� = 4±D� = 2 ± 3 ⇒ �� = −1, �� = 5. 

 
 �� − 4� − 5 = �� + 1
�� − 5
. 
 

         
�B[�A�4��� = Y�B� + ���� = Y���YB��B���B�
����
 = �YB�
�B���YB�
�A�4��� ⇒      � + � = 1−5� + � = 7% ⇒  

 ⇒      � + � = 15� − � = −7% 6� = −6;   � = −1; −1 + � = 1 ⇒ � = 2. 

 

 � = � �B[�A�4��� · K� = � } ���B� + ����~ · K� = −G|� + 1| + 2 · G|� − 5| + 0 ⇒ 

 ⇒ � = � �B[�A�4��� · K� = G ����
A|�B�| + 0. 

 
********** 
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Quinta parte. 
 
9º) En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, I y M. El 
80 % corresponde al medicamento A, el 10 % al I y el resto al M. En la revisión reali-
zada por la farmacéutica se ha observado que hay medicamentos caducados en los si-
guientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de I y el 5 % de M. Se elige una caja de 
medicamentos al azar. Hallar: 
 �
 La probabilidad de coger un medicamento caducado. 
 <
 Si sebemos que el medicamento está caducado, la probabilidad de que sea del tipo 
A. 

---------- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 �
  
 ! = !�0
 = !�J ∩ 0
 + !�? ∩ 0
 + !�� ∩ 0
 = 
 = !�J
 · !�0/J
 + !�?
 · !�0/?
 + !��
 · !�0/�
 =  
 = 0,8 · 0,10 + 0,1 · 0,20 + 0,1 · 0,05 = 0,080 + 0,020 + 0,005 = 0,105. 
 <
  ! = !�J/0
 = ��U∩�
���
 = ��U
·���/U
���
 = @,�·@,�@@,�@� = @,@�@@,�@� = 0,7619. 

 
********** 

  

→ ; = 0,8 · 0,10 = 0,080 
0,10 

0,90 

0,80 

0,20 

0,05 0,95 

0,8 

0,1 

0,1 � 

? 
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0 

0 

0 

0 

→ ; = 0,8 · 0,90 = 0,720 

→ ; = 0,1 · 0,20 = 0,020 

→ ; = 0,1 · 0,80 = 0,080 

→ ; = 0,1 · 0,05 = 0,005 

→ ; = 0,1 · 0,95 = 0,095 
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10º) En una ciudad se han elegido al azar 3.900 personas. Hallar: 
 �
 La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan años el día del patrón de la ciu-
dad. 
 <
 La probabilidad de que el número de personas que cumplan años el día del patrón 
esté comprendido entre 5 y 15, ambos incluidos. 
 

---------- �
  
 Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 
 

 ' = 3.900;   ; = ��D� ;   � = 1 − ��D� = �D4�D�.  

 

 Por ser 
' · ; = 3.900 · ��D� > 5' · � = 3.900 · ��[D@@ > 5� puede aproximarse la distribución binomial a 

una distribución normal de las siguientes características: 
 � = ' · ; = 3.900 · ��D� = 10,68.         

 � = �' · ; · � = �3.900 · ��D� . �D4�D� = √10,66 ≅ 3,26. 

 � = \�3.900;  1/365
 ≈ ��10,68;  3,26
.  
 

Tipificando la variable: � → ���� ⇒ ���@,D��,�D .  Aplicando la corrección de Yates: 

 ! = !�� ≥ 15
 = ! }� ≥ �4,���@,D��,�D ~ = ! }� ≥ �,���,�D~ ≅ !�� ≥ 1,17
 =  

 = 1 − !�� < 1,17
 = 1 − 0,8790 = 0,1210. 
 <
  ! = ! }4,���@,D��,�D ≤ � ≤ ��,���@,D��,�D ~ = ! }�D,���,�D ≤ � ≤ 4,���,�D~ =  

 = !�−1,90 ≤ � ≤ 1,48
 = !�� ≤ 1,48
 − !�� ≤ −1,90
 =  
 = !�� ≤ 1,48
 − a1 − !�� ≤ 1,90
b = !�� ≤ 1,48
 − 1 + !�� ≤ 1,90
 =  
 = 0,9306 − 1 + 0,9713 = 1,9019 − 1 = 0,9019. 
 

********** 
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