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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Ese examen tiene cinco partes. En cada parte debes responder a una Gnica pregunt
Primera parte.
1°) Discutir el sistema de ecuaciones linegbes— y + az = a en funcién del para-

x+(a—1)z=1
metroa. Resolver el sistema pata= 3, si es posible.

%ax—y+z=1

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a -1 1 a -1 1 1
M = (3 -1 a >yM' = <3 -1 a a).
1 0 a-1 1 0 a-11

El rango de la matriz de coeficientes en funcidén del paramedsoel siguiente:

a -1 1
M| =13 -1 a |=—ala—1)—a+1+3(a—1) =0;
1 0 a-1

—a’+a—-a+1+3a—-3=0; —a*+3a—-2=0; a>?—-3a+2=0;

Q= 3+V9-8 _ 3+V1 _ 3+1

:a1=1,a2=2.

2 2
a+1 _ P 0k
Para {aiz}:oRangM—RangM =3 =n2%incog.=> S.C.D.
1 -1 1 1
Paraa=1=>M’=<3 -1 1 1>=>RangM’=>{CZ=—C3}=>
1 0 01
1 -1 1
= {C;,C,,C}=>1|3 -1 1|=—-1-14+1+4+3=4+0= RangM' =3.
1 0 1
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Paraa =1= Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

2 -1 11
Paraa=2=>M’=<3 -1 2 2)=>{C3=C4}=>RangM’=2.
1 0 1 1

Paraa =2 = Rang M = Rang M' = 2 < n%incbdg.= S.C.I.

3x—y+z=1

Paraa = 3 el sistema e{iﬂx — y + 3z = 3, que es compatible determinado. Re-
x+2z=1

solviendo por la regla de Cramer:

1 -1 1
3 -1 3
1 0 2 —-2—-3+1+6 2
—3243-3-2 -2 -2
311
3 3 3
18+34+3-3-9-6 6
y:l 1 2: =—=—3
-2 -2 -2
3 -1 1
3 -1 3
—3-3+143 -2
Z:l 0 1: =—=1
-2 -2 -2

Solucion:x = -1, y=-3, z=1.
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2 3 a
2°) Sea la matri® (a) = <1 a 1 >
0 a -1

a) Determinar para qué valores del parametta matriz A no tiene inversa.

b) Calcular, si es posible, la matriz inversa de A jpara?2.

a)
Una matriz no tiene inversa cuando su determinante es cero.
2 3 a
IM(a)]=|1 a 1|=-2a+a*—-2a+3=0; a®>—4a+3=0;
0 a -1

4+V16-12 4+V4  4+2
a= > === =2x1=a, =1a,=3.

La matriz M no tiene inversa paraa = 1y paraa = 3.

b)
2 3 2
Paraa=2esM=<1 2 1). IM|=22—-4-2+3=-1.
0 2 -1
2 1 0
Mt=<3 2 2).
2 1 -1
|2 2| _|3 2| |3 2
11 _%) 22 0_1 22 11 47
- t — _ — — —
pgdent=| =[ 4] A1 -l —(; ; g)-
|1 0| _|2 0 |2 1 B
2 2 3 2 3 2
-4 7 -1
_ (1 -2 0) 4 -7 1
M_l — Adj. de Mt — 2 -4 1 - M_l — _1 2 0
Ml - 2 4 -1/
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Segunda parte.

3°) Sear la recta que pasa por los puntgg,a, —1) y B(b,1,1) y el planor de ecua-
cionx +y — 2z = 2b.

a) Calcular los valores de los paramettosb para que la rectasea perpendicular al
planor.

b) Calcular los valores de los parameosb para que la rectaesté contenida en el
planor.

a)
Los puntosA(1,a,—1) y B(b, 1,1) determinan el vector:

AB=0B-04A=[b11)-1a-1)]=0B-11-a?2).

El vector normal de es cualquiera que sea linealmente dependiente al vector
AB=(0b-11-a2),5,=(b-11-a?2).

Un vector normal del plammesn = (1,1, —2)
La rectar y el planor son perpendiculares cuando el vector director de la recta

y el vector normal del plano sean linealmente dependientes, es decir: cuando sus co
ponente son proporcionales:

b)

Para que la recta esté contenida en el plamoes condicién necesaria que el
vector director de la recta y el vector normal del plano sean perpendiculares, es dec
gue su producto escalar sea cero.

7 i=0=>0b-1,1-a2)-(1,1,-2)=0; b—1+1—-a—-4=0=
>-a+b=4 (1)

Por otra parte, si el planmocontiene a la rectacontiene a todos sus puntos vy,
por lo tanto, por ejemplo, contiene al puAfd, a, —1).

El planorr contiene al punto A cuando satisface su ecuacion:

T=x+y—2z=2b

A(lja.—l)}:1+“‘2'(—1)=2b; 14+a+2=2b;

a—2b=-3. (2



Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

—a+b=4%

a_Zb__3}=>—b:1;b:—1. —a—1=4=a=-5.

Elplano m contiene a larectar paraa = =5y b = —1.
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4°) Encontrar las ecuaciones paramétricas de la keajae pasa por el punto
P(—2,1,0) y corta perpendicularmente a la reetade ecuaciones paramétricas
{x=1-2t,y =1+t,z =t}. Calcular la distancia d@ al punto de corte de ambas
rectas.

x=1-2t
r =4y =1+t . Unvector director de esv, = (—2,1,1).
z=t

El haz de planoa perpendiculares a la reatdiene la siguiente expresion ge-
nerala = -2x+y+z+D =0.

De los infinitos planos del haz el planof que contiene al punt®(—2,1,0)
es el que satisface su ecuacion:

a=-2x+y+z+D=0
P(—2,1,0)

}:—2-(—2)+1+0+D=0:>D=—5:>
>p=-2x+y+z—-5=0.
El puntoQ de corte del planB y la rectar es la solucién del sistema que forman:
p=-2x+y+z—-5=0

x=1-2t
—2(1—-2t 1+t)+t—5=0;
rE{y:1+t > —2(1-20)+ 1+ + ,

z=t

—2+4t+1+t+t—-5=0;, 6t—6=0;, t—1=0;, t=1=

x=1—-2=-1
:{y=1+1=2 }=>Q(—1,2,1)-
z=1

PO =00 —0P =[(-1,2,1) — (-2,1,0)] = (1,1,1).

d=PQ = |P_Q)| =12 + 12+ 12 = d = /3 unidades.
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Tercera parte.

59) Estudiar los maximos, los minimos y los intervalos de crecimiento y decrecimientc
de la funcionf (x) = 5 + 8x% — x*. Representar la gréfica de

Teniendo en cuenta qyfé—x) = f(x), la funcion es simétrica con respecto al
eje de ordenadas.

Una funcién es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva
negativa, respectivamente.

flx)=16x —4x3 =4x(4—x*)=0=>x, = —2,x, = 0,x3 = 2.

Por serf (x) polindbmica, las raices de la derivada dividen a la recta real en los
intervalos (—, —2),(—2,0),(0,2) y (2,+), donde la derivada es, alternativa-
mente, positiva 0 negativa.

Considerando, por ejemplo, el valore= 1 € (0, 2) es:

ff(1)=4-1-(4—-12%) =12 > 0 = creciente.

De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que so

los siguientes:
f'(x) < 0= Decrecimiento: x € (—2,0) U (2, + ).

f'(x) > 0 = Crecimiento: x € (—o,—2) U (0, 2).

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su derivada en ese punto.

f,(X) =0>x; =-2,x, =0,x3 = 2.
Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.
f"(x) =16 — 12x2.
f"(=2) =16 —12(-2)? = 16 — 48 < 0 = Maxmo relativo para x = —2.

f(=2)=f(2)=5+8-22-2*=5+32-16 = 21 > Max.— A(-2,21).

Por simetriaMax. —» B(2,21).




f'"(0) =16 > 0 = Minimo relativo para x = 0.

YA
f(0) =5 = Min.— C(0,5).
L Agol  aB
Conviene obtener los puntos de inflexion para facilitar la 1
representacion grafica de la funcion. S0
o . > 14 f(x)
Una funcion tiene un punto de inflexion cuando se anula M
su segunda derivada y es distinta de cero la tercera derivada paja
los valores que anulan la segunda. |
f"(x)=0=>16—-12x*=0; 4—3x?=0; SYC
pa \ %4
x2 ::izﬁ»x ::j:zig_ — (§) ,g
3 3
7 }

fr(x) = —36x. f(+25) 0=

= Puntos de inflexion para x = + %g e
25 = .i_(i)zz 216 _ m i
f(£3)=5+8-2—(;) =5+5 - |

454+96—-16 125 . - 2v3 125
—— —=--. Puntos de inflexior (_T\/_T) y N

(o)

37’79
Otros puntos de la curva son:
f(-3)=f(3)=5+8-32-3*=5+72-81=77-81=—4>
= P(—3,—4) y Q(3,—4).

Con los datos obtenidos se puede hacer una representacion grafica, aproximac
de la funcion, que es la indicada en el grafico adjunto.
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6°) Sea la funciorf (x) = Ax3 + Bx? + Cx + A.

a) Obtener los valores de los parame#oB y C para que la grafica gepase por el
puntoP(0,1) y tenga un minimo en el punfq1, 1).

b) ¢La funcién obtenida tiene otros maximos o minimos? En caso afirmativo, encon
trarlos.

a)

b)

Por pasar por el punfx0,1) = f(0) = 1:

fO)=1=>A=1.

La funcién resultaf (x) = x3 + Bx? + Cx + 1.

Por contener al pun®(1,1) = f(1) = 1:
f)=1*+B-12+C-1+1=1+B+C+1=1; B+C=-1. (1)
Por tener un minimo relativo €(1,1) = f'(1) = 0:

f'(x) =3x%+2Bx+C.

f'(1)=3-1242B-14C=0; 2B+C=-3. (2)

Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2):

> B =-2. —24+C=-1=>C=1.

B+C=-1) -B—-C=1
ZB+C=—JZB+C=—J

La funcion esf (x) = x3 — 2x% + x + 1.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi

cion necesaria que se anule su derivada en ese punto. Esta condicién, que es neces
no es suficiente; para que exista el maximo 0 minimo es necesario que no se anule
segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera derivada.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad

Si es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negativ
de un maximo.

f'(x) =3x% —4x + 1. £"(x) = 6x — 4.

ff(x)=0>3x%2—4x+1=0; x =2 166_12=4§2=>x1:§,x2=1.




f”(i) =6" % —4 = -2 <0 = Maximo relativo para x = é

27 3’27

f"(1)=6-1—4=2>0 = Minimo relativo para x = 1.
f(H)=13-2-12+1+1=1> Min.B(1,1).
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Cuarta parte.
7° Sean las funciongix) = -, g(x) = x2,h(x) = %2

a) Dibujar el recinto finito, en el primer cuadrante, limitado por las graficas de esas
tres funciones.

b) Calcular el area de dicho recinto.

a)

Las funcionesf(x)y g(x) se
cortan en el puntd(1,1); las funcio-  9(x)
nesf(x) y h(x) se cortan en el punto

B (2%) y las funcionesg(x) y h(x) \

se cortan en el punt®(0, 0).
punt®(0, 0) %
b)

De la observacion de la figurase -4 -2
deduce la superficie a calcular, que es
la siguiente:

= [[[g() — h()] - dx + [[[f(x) — h(x)] - dx =

2 3

= (- 5) s [ (-7 =[5 5] [ - 5

X

=[E-D)-o]+[(t2-2) - (L1-1)|=3-L+12-t-11+ 1 =12

3 24 24 3

= L2 u® = 0,69 u?.
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8% Calcular, explicando los métodos utilizados, las integralesf(x + 2) -
sen (2x)-dxy] = | 7 dx.

x2—4x-5

u=x+2->du=dx
I=[(x+2) sen(2x)-dx = =

dv = sen 2x)dx » v = —%cos (2x)
:—(x+2)-%-cos (2x)+f%-cos (2x) - dx =
= —%-(x+2)-cos (2x)+%-fcos (2x) - dx =

= —2-(x+2) - cos (2x) +5 - sen (2x) + € =

=>I=f(x+2)-sen(2x)-dx=%-[sen(Zx)—Z-(x+2)-cos(2x)]+C.
x+7
]:fx2—4x—5.dx'
x2—4x—5=0; x == 16Jrzo:[ht\/%zélﬂ:2i3:>x1=—1,x2=5.

2 2 2

x?—4x—-5=(x+1)(x = 5).

x47 M | N _ Mx-SMiNxiN _ (M+N)x+(—5M+N) M+ N = 1} N
x2—4x-5 x+1  x-5  (x+1)(x-5) x2—4x-5 —5S5M+N =
M+N=1 \ . 1. _ _ _

S e o JM=—6 M=-1,-1+N=1=N=2.

J=f g dx=[ (S +=) dx=—Llx+1|+2-Llx -5+ C =

x2—4x-5 x—5

_ey2
x+7 dx=L(x 5) rC

x2—4x-5 |x+1] |

=>J]=]
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Quinta parte.

99 En una farmacia se ha recibido un lote de medicamentos de los tipos A, |y M. E
80 % corresponde al medicamento A, el 10 % al | y el resto al M. En la revision reali-
zada por la farmacéutica se ha observado que hay medicamentos caducados en los
guientes porcentajes: el 10 % de A, el 20 % de | y el 5 % de M. Se elige una caja c
medicamentos al azar. Hallar:

a) La probabilidad de coger un medicamento caducado.

b) Si sebemos que el medicamento esta caducado, la probabilidad de que sea del t
A.

> p=0,1-0,05=0,005

-p=0,1-095=0,095

a)
P=P()=PANC)+PUNC)+P(MNC) =

= P(A)-P(C/A) +P()-P(C/) +P(M)-P(C/M) =

=08-0,10+0,1-0,20+0,1-0,05=0,080+ 0,020 + 0,005 = 0,105.

b)
P(ANC) _ P(A)-P(C/A) _ 080,10 _ 0,080

P(C) P(C) 0105 _ 0105 0,7619.

P =P(4/C) =
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10°) En una ciudad se han elegido al azar 3.900 personas. Hallar:

a) La probabilidad que al menos 15 de ellas cumplan afios el dia del patrén de la cit
dad.

b) La probabilidad de que el nUmero de personas que cumplan afios el dia del patr
esté comprendido entre 5y 15, ambos incluidos.

a)
Se trata de una distribucion binomial de las siguientes caracteristicas:
1 1 364
n—3.900, p—%, q= 1_%_%'

n-p=3900- —5>5
Por ser o
n-q = 3.900- —>5

una distribucion normal de Ias siguientes caracteristicas:

puede aproximarse la distribucion binomial a

1
p=mn-p=3900-—=10,68.

365 365

=/np-q= \/3.900 2% = /10,66 = 3,26.

X = B(3.900; 1/365) ~ N(10,68; 3,26).

— : X—- X—-10,68 . .
Tipificando la variableX — 0“ = Aplicando la correccion de Yates:

P=P(X215)=P(ZZM) P(Z>%) P(Z = 1,17) =

3,26

=1-P(Z<1,17)=1-0,8790 = 0,1210.

b)

<Z< <Z<—
3,26 3,26 3,26 3,2

4,5-10,68 15,5-10,68 _ -6,18 4,82\
o s ) )-
= P(-1,90<Z<1,48) = P(Z <1,48) — P(Z < —1,90) =
=P(Z<148)—[1—-P(Z<1,90)]=P(Z<148)—1+P(Z < 1,90) =

=0,9306—-1+0,9713 =1,9019 -1 = 0,9019.
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