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Este examen tiene cinco partes. Debes responder a CUATRO de ellas. En cada parte 
debes responder u una única pregunta. En caso de responder a más preguntas de las 
estipuladas, las respuestas se corregirán en orden hasta llegar al número necesario. No 
se podrán usar calculadoras que tengan algunas de las siguientes prestaciones: pantalla 
gráfica, posibilidad de transmitir datos, programable, resolución de ecuaciones, opera-
ciones con matrices, cálculo de derivadas e integrales y almacenamiento de datos alfa-
numéricos. 
 
Primera parte. 

1º) Discute la existencia de soluciones del sistema ��� + 2� − 2� = 2 2� + 2� − 2� = ��� + 2� − � = 1    en función del 

parámetro �. Resuelve el sistema para � = 1, si es posible. 
 

---------- 
 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = 
� 2 −22 2 −2� 2 −1� y �′ = 
� 2 −22 2 −2� 2 −1    2�1�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro � es el siguiente: 
 

|�| = �� 2 −22 2 −2� 2 −1� = −2� − 8 − 4� + 4� + 4� + 4 = 0;   2� − 4 = 0;  
 � − 2 = 0 ⇒ � = 2. 
 ���� � ≠ 2 ⇒ ���� � = ���� �� = 3 = �º  �!ó�. ⇒ $. %. &. 

 

          ���� � = 2 ⇒ �� = 
2 2 −22 2 −22 2 −1    221� ⇒ '() = (*+ ⇒  ���� �� = 2.  
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���� � = 2 ⇒ ���� � = ���� �� = 2 < �º  �!ó�. ⇒ $. %. -. 
 

Para � = 1 el sistema resulta: 
  � + 2� − 2� = 22� + 2� − 2� = 1     � + 2� − � = 1., que es compatible determi-

nado. Resolviendo por la regla de Cramer: 
 

 � = �* * /*) * /*) * /)�
*/0 = /0/0/010121*

/* = *
/* = −1.   

 

� = �) * /** ) /*) ) /)�
/* = /)/0/01*1*10

/* = /)
/* = )

*. 

 

� = �) * ** * )) * )�
/* = *121*/0/*/0

/* = *
/* = −1. 

 $345! ó�: � = −1, � = )
* , � = −1. 

 
********** 
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2º) Calcula de manera razonada, aplicando las propiedades adecuadas, el valor del de-

terminante: �� 8 !9 : �� � ��, sabiendo que �9 + � : + 8 � + !2� 2� 2�9 + � : + � � + �� = 6. 

 
---------- 

 

�9 + � : + 8 � + !2� 2� 2�9 + � : + � � + �� = 6;   2 · �� + 9 8 + : ! + �� � �9 + � : + � � + �� = 6;  
 

�� + 9 8 + : ! + �� � �9 + � : + � � + �� = 3;  �� 8 !� � �9 : �� + �9 : �0 0 0� � �� = 3;  �� 8 !� � �9 : �� + 0 = 3;  
 

− �� 8 !9 : �� � �� = 3 ⇒ �� 8 !9 : �� � �� = −3. 

 
En la realización del ejercicio se han utilizado las siguientes propiedades de los 

determinantes: 
 
1ª.- Si todos los elementos de una línea de un determinante se descomponen en dos 
sumandos, su determinante es igual a la suma de dos determinantes que tienen en dicha 
línea el primero y el segundo sumandos, respectivamente, siendo los restantes elemen-
tos iguales a los del determinante inicial. 
 
2ª.- Si un determinante tiene dos líneas paralelas iguales o proporcionales su valor es 
cero. 
 
3ª.- Si se intercambian dos líneas de un determinante su valor cambia de signo. 
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Segunda parte. 
 

3º) Sea la recta de ecuación � ≡ >3� + �� + � = 1  2� + 6� − 2� = 6. ¿Existe algún valor de � para el 

cual el plano ? ≡ � + � + � = 1 contenga a la recta dada? Razona la respuesta. 
 

---------- 
 

 La recta � y el plano ? determinan el sistema 
3� + �� + � = 1  � + 3� − � = 3     � + � + � = 1.. 

 
 Para que la recta � esté contenida en el plano ? es necesario que el sistema ante-
rior sea compatible indeterminado, es decir: que tenga infinitas soluciones, para lo cual, 
según el teorema de Rouché-Fröbenius, el rango de la matriz de coeficientes tiene que 
ser igual al rango de la matriz ampliada y menor que el número de incógnitas; es decir: 
ambos rangos tienen que ser dos. 
 

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
 

 � = 
3 � 11 3 −11 1 1 � y �′ = 
3 � 11 3 −11 1 1     131�. 

 

        ���� � = 2 ⇒ |�| = 0 ⇒ |�| = �3 � 11 3 −11 1 1 � = 9 + 1 − � − 3 + 3 − � = 0;  
 10 − 2� = 0;   5 − � = 0 ⇒ � = 5. 
 

 � = 5 ⇒ �� = 
3 5 11 3 −11 1 1     131� ⇒ ���� �� ⇒ '() ↔ (C+ ⇒ 

 

⇒ 
1 1 11 3 −13 5 1     131� ⇒ > (* → (* − ()(C → (C − 3()E ⇒ 
1 1 10 2 −20 2 −2    12−2� ⇒ '(C → (C − (*+ ⇒ 

 

 ⇒ 
1 1 10 2 −20 0 0     12−4� ⇒ ���� �� = 3. 

 F3 G� HIG � ��ú� K�43� �G�4 LG � 9��� :5G � GHIé !3�IG� L� G� G4 94��3 ?. 

 
********** 
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4º) Encuentra las ecuaciones paramétricas de la recta � ≡ >3� + � + � = 0� − � + 2� = 0. ¿Existe 

algún valor de H tal que el punto �N−3, H, HO pertenezca a la recta? Razona la respuesta. 
 

---------- 
 

 � ≡ >3� + � + � = 0� − � + 2� = 0 ⇒ � = 4P ⇒ 3� + � = −4P� − � = −8P E ⇒ 4� = −12P;   � = −3P; 
 

� = � + 2P = −3P + 2P ⇒ � = −P ⇒ � ≡ �� = −3P� = −P  � = 4P   , ∀P ∈ �. 

 
 Un punto genérico de � es SN−3P, −P, 3PO. 
 

 Para que �N−3, H, HO ∈ � tiene que ser: �� = −3P = −3 → P = 1� = −P = H = −1           � = 4P = H = 4                ⇒ � ∉ �. 

 F3 G� HIG � ��ú� K�43� �G�4 LG H 9��� :5G � GHIé !3�IG� L� G� 4� �G!I� �. 

 
********** 
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Tercera parte. 
 
5º) Calcula las rectas tangentes a la gráfica de la función UN�O = 2�C − 3� + 1 que 
son paralelas a la recta � = 3� − 2. Estudia los intervalos de crecimiento y decreci-
miento de U. 

---------- 
 
 La pendiente de la recta � = 3� − 2 es V = 3. 
 
 La pendiente de la tangente a una función en un punto es igual que el valor de 
su primera derivada en ese punto. 
 
 U�N�O = 6�* − 3. 
 
 U�N�O = V = 3 ⇒ 6�* − 3 = 3;   6�* = 6;  �* = 1 ⇒ �) = −1, �* = 1. 
 
 Los puntos de tangencia son los siguientes:  
 UN−1O = 2 · N−1OC − 3 · N−1O + 1 = −2 + 3 + 1 = 2 ⇒ �)N−1, 2O.  
 UN1O = 2 · 1C − 3 · 1 + 1 = 0 ⇒ �*N1, 0O.  
  
 La expresión de una recta conocido un punto y la pendiente viene dada por la 
fórmula � − �W = VN� − �WO, que aplicada a los puntos hallados: 
 
 � − 2 = 3 · N� + 1O = 3� + 3 ⇒ I) ≡ 3� − � + 5 = 0. 

 
 � − 0 = 3 · N� − 1O = 3� − 3 ⇒ I* ≡ 3� − � − 3 = 0. 

 
Una función es creciente o decreciente cuando su primera derivada es positiva o 

negativa, respectivamente. 
 

 U�N�O = 6�* − 3.   
 

U�N�O = 0 ⇒ 6�* − 3 = 0;   2�* = 1;  �* = )
* ⇒ �) = − √*

* , �* = √*
* . 

 
Las raíces de la derivada dividen el dominio de la función, que es R, en los in-

tervalos Y−∞, − √*
* [ , Y− √*

* , √*
* [  � Y√*

* , +∞[, donde la función, por ser polinómica, 

es, alternativamente, creciente o decreciente. 
 

Considerando, por ejemplo, � = 0 ∈ Y− √*
* , √*

* [, es U�N0O = −3 < 0 ⇒ &G!. 

 
De lo anterior se deducen los periodos de crecimiento y decrecimiento, que son 

los siguientes: 
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&G!�G! V G�I3: U�N�O < 0 ⇒ � ∈ Y− √*
* , √*

* [. 

 

%�G! V G�I3: U�N�O > 0 ⇒ � ∈ Y−∞, − √*
* [ ∪ Y√*

* , +∞[. 

 
********** 
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6º) Sea UN�O = >�* + ^�  H   � ≤ 1`� − ^  H   � > 1 : 

 �O Encuentra los valores de A y B para que U sea derivable en toda la recta real. 
 8O Haz la representación gráfica de la función U con los valores A y B obtenidos en el 
apartado anterior. 

---------- �O  
Para que una función sea derivable en un punto es condición necesaria que sea 

continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su con-
tinuidad. 
 
 La función UN�O es continua en R, excepto para � = 1, cuya continuidad es du-
dosa y se van a determinar los valores reales de ^ � ` para que lo sea. 
 
 Una función es continua en un punto cuando sus límites por la izquierda y por la 
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la función en ese punto. 
 

 ���� � = 1 ⇒ � limd→)e UN�O = limd→)N�* + ^�O = 1 + ^ = UN1O
limd→)f UN�O = limd→)N`� − ^O = ` − ^                ⇒ 

 ⇒ limd→)e UN�O = limd→)f UN�O = UN1O ⇒ 1 + ^ = ` − ^ ⇒ 2^ − ` = −1.     (1) 

 
 La función UN�O es derivable en R, excepto para � = 1 cuya derivabilidad se va 
a forzar determinando los correspondientes valores de ^ � `. 
 
 Una función es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda y 
por la derecha son iguales en ese punto. 
 

 U�N�O = g2� + ^  H   � ≤ 1`  H   � > 1 ⇒ � = 1 ⇒ U�N1O = g2 + ^  H   � ≤ 1`  H   � > 1  ⇒  

 ⇒  U�N1/O = U�N11O ⇒ 2 + ^ = `;   ^ − ` = −2.     (2) 
 
 Resolviendo el sistema formado por las ecuaciones (1) y (2): 
 

 2^ − ` = −1  ^ − ` = −2h 2^ − ` = −1−^ + ` = 2   h ⇒ ^ = 1;   1 − ` = −2 ⇒ ` = 3. 

 i� U5�! ó� UN�O GH !3�I �5� � LG� K�84G G� � = 1 9��� ^ = 1 � ` = 3. 

 8O  

 La función resulta ser: UN�O = >�* + �  H   � ≤ 13� − 1  H   � > 1. 
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Para la representación gráfica de la función se tiene en cuenta que el intervalo N−∞, 1O la función es la parábola �N�O = �* + �, que es convexa N∪O por ser positivo 
el coeficiente de �* y que tiene su vértice en el punto siguiente: 

 ��N�O = 2� + 1 = 0 ⇒ � = − )
*. 

 

�j/klm = Y− )
*[* − )

* = )
0 − )

* = − )
0 ⇒ n Y− )

* , − )
0[. 

 
Otros puntos de la parábola son oN0, 0O, ^N−1, 0O,  `N1, 2O y %N−3, 6O. 

 
 En el intervalo N1, +∞O la función es la semirrecta ℎN�O = 3� − 1 cuyo origen es el punto `N1, 2O y que con-
tiene al punto &N3, 8O. 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la función se expresa en la figura ad-
junta. 

********** 
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Cuarta parte. 
 
7º) Calcula - = s iN�* − 1O · L�. 

---------- 
 
 Procediendo por el método de integración “por partes”: 
 

 - = s iN�* − 1O · L� ⇒ t5 = iN�* − 1O → L5 = *d
dl/) · L�

LK = L� → K = � u ⇒ 

 

⇒ iN�* − 1O · � − s � · *d
dl/) · L� = � · iN�* − 1O − s *dl

dl/) · L� =   

 

= � · iN�* − 1O − s *dl/*1*
dl/) · L� = � · iN�* − 1O − s *Ndl/)O1*

dl/) · L� =     

 

= � · iN�* − 1O − s Y2 + *
dl/)[ · L� = � · iN�* − 1O − 2 s L� − 2 · s )

dl/) · L� =   

 = � · iN�* − 1O − 2� − 2 · ^ = -.     (*) 
 

 ^ = s )
dl/) · L� ⇒ �* − 1 = N� + 1ON� − 1O. 

 

         
)

dl/) = v
d1) + w

d/) = vd/v1wd1w
Nd1)ONd/)O = Nv1wOd1N/v1wO

dl/) ⇒   � + F = 0−� + F = 1h ⇒  

 ⇒ 2F = 1;   F = )
* ⇒ � = − )

*. 

 

 ^ = s )
dl/) · L� = s Y/)/*

d1) + )/*
d/)[ · L� = − )

* · i|� + 1| + )
* · i|� − 1| + % = 

 = )
* · yi|� − 1| + )

* · i|� + 1|z + % ⇒ ^ = )
* · i {d/)

d1){ + %. Sustituyendo en (*): 

  

- = s iN�* − 1O · L� = � · iN�* − 1O − 2� − i {d/)
d1){ + %. 

 
********** 
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8º) Dibuja el recinto del primer cuadrante limitado por las gráficas de las funciones UN�O = �, �N�O = d
2 y ℎN�O = )

dl y calcula el área de ese recinto. 

 
---------- 

 

 Los puntos de corte en el primer cuadrante de la función ℎN�O = )
dl con las rectas 

UN�O = � y �N�O = d
2 son los siguientes: 

 

 ℎN�O = UN�O ⇒ )
dl = �;   1 = �C;   � = 1;   UN1O = 1 ⇒ ^N1, 1O. 

 

ℎN�O = �N�O ⇒ )
dl = d

2 ;   8 = �C;   � = 2;   �N2O = )
0 ⇒ ` Y2, )

0[. 

 

 Por simetría con respecto al origen de la función ℎN�O = )
dl ⇒ % Y)

0 , 2[. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 La representación gráfica, aproximada, de la situación se empresa en la figura 
adjunta, de la cual se deduce la superficie $ a calcular, que es la siguiente: 
 $ = s |UN�O − �N�O} · L�)W + s |ℎN�O − �N�O} · L�*) =  
 

= s Y� − d
2[ · L�)W + s Y )

dl − d
2[ · L�*) = s 2d/d

2 · L�)W + s )
dl · L�*) − )

2 · s � · L�*) =  

 

= ~
2 · s � · L�)W + s �/* · L�*) − )

2 · s � · L�*) = ~
2 · ydl

* zW
) + ydek

/) z)
* − )

2 · ydl
* z)

* =  

 

= ~
2 · Y)l

* − 0[ + Y*ek
/) − )ek

/) [ − )
2 · Y*l

* − )l
* [ = ~

2 · )
* − )

* + 1 − )
2 · Y2 − )

*[ =   

 

q 

6 o r 

` $ 

^ 

2 8 

2 

4 

ℎN�O = 1�* 

�N�O = �8 

UN�O = � 
8 

6 

4 

1 

1 

% 
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= ~
)� − )

* + 1 − )
0 + )

)� = 1 + 2
)� − )

* − )
0 = 1 + )

* − )
* − )

0 = 1 − )
0 = 0/)

0 = C
0. 

   $ = C
0  5* = 0,75 5*. 

 
********** 
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Quinta parte. 
 
9º) Una urna S contiene 5 bolas blancas y 3 negras. Otra urna T, 6 blancas y 4 negras. 
Elegimos una urna al azar y extraemos 2 bolas: 
 �O ¿Cuál es la probabilidad de que las dos bolas extraídas sean negras?   
 8O Si las dos bolas extraídas son negras, ¿cuál es la probabilidad de que la urna elegida 
haya sido la T?  

---------- �O 
 
 
 
 
 
 
 
 

 � = �N��O = �N$ ∩ ��O + �N� ∩ ��O = )
* · C

2 · *
~ + )

* · 0
)W · C

� = C
�� + )

)� = 

 = 0�1��
)�·�� ⇒ � = )W)

20W. 

 8O  

 � = �N�/��O = �N�∩��O
�N��O = kl· �k�·��kl·��·l�1kl· �k�·��

= kk�k�k���
= )·20W

)�·)W) = )�2
C·)W) ⇒ � = ��

)W). 

  
********** 

  

��
���� ��
�� ��

�� ��

�� ���� �� ��
��

�� �� �� ��
���� �� ��

1/2 

1/2 

$ 

� 

→ 9 = 12 · 38 · 27 = 356 

→ 9 = 12 · 410 · 39 = 115 
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10º) Un estudio ha mostrado que, en un cierto barrio, el 60 % de los hogares tienen al 
menos dos coches. Se elige al azar una muestra de 50 hogares en el citado barrio. Se 
pide: 
 �O ¿Cuál es la probabilidad de que al menos 20 de los citados hogares tengan cuando 
menos 2 coches? 
 8O ¿Cuál es la probabilidad de que entre 30 y 40 hogares, ambos incluidos, tengan al 
menos dos coches? 

---------- �O  
Se trata de una distribución binomial de las siguientes características: 

 
 � = 50;   9 = 0,6;   : = 1 − 0,6 = 0,4.   
 

 Por ser 
� · 9 = 50 · 0,6 = 30 > 5� · : = 50 · 0,4 = 20 > 5E puede aproximarse la distribución binomial 

a una distribución normal de las siguientes características: 
 � = � · 9 = 50 · 0,6 = 30.         
 � = �� · 9 · : = �50 · 0,6 · 0,4 = √12 ≅ 3,464. 

 r = `N50;  0,6O ≈ FN30;  3,464O.  
 

Tipificando la variable: r → �/�
� ⇒ �/CW

C,0�0.  Aplicando la corrección de Yates: 

 

� = �Nr ≥ 20O = � Y� ≥ )�,�/CW
C,0�0 [ = � Y� ≥ /)W,�

C,0�0[ ≅ �N� ≥ −3,03O =  

 = �N� ≤ 3,03O = 0,9988. 
 8O  
 � = �N30 ≤ r ≤ 40O ⇒ 'q�IGH+ ⇒ �N29,5 ≤ r ≤ 40,5O =  
 

= � Y*�,�/CW
C,0�0 ≤ � ≤ 0W,�/CW

C,0�0 [ = � Y /W,�
C,0�0 ≤ � ≤ )W,�

C,0�0[ = �N−0,14 ≤ � ≤ 3,03O =  

 = �N� ≤ 3,03O − |1 − �N� ≤ −0,14O} = �N� ≤ 3,03O − 1 + �N� ≤ 0,14O =  
 = 0,9988 − 1 + 0,5557 = 1,5545 − 1 = 0,5545. 
 

********** 
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