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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contestar a una opcién en cada grupo de preguntas.
GRUPO 1
Opcidn a)

1°) Encontrar el valor o valores del parametrque hacen que el sistema:

RN - R
R Q p R
Q r» +r O
N P R O
- N < X
W w N P

no tenga solucidn Unica. En ese 0 esos casos, si es posible, calcular sus soluciones.

1 a 0O X Xx+ay+0+0 1 x+ay+ 0+0=1
1 2 11 y| | Xxt2y+z+t 2 X+2y+z+t=2
2 0 1 1] |z|” 2X+ay+z+t |3 - 2x+ay+z+t=3
1 1 a 2 t X+ y+az+2t 3 X+ y+az+2A=3
Las matrices de coeficientes y ampliada son:
1 a 00 1 a 001
yo| 211 o] 22112
2 a 11 2 a 1 1 3
1 1 a 2 11 a 2 3

Vamos a determinar el rango de M en funcioa:de
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1 a 00 1 a O O
1 a 0
12 11 L, -~ L,—-L, 1 2 1 1
M| = = = =1 a-2 0 |=
2 a 11 L, - L,—2L, 1 a-2 0 ©0
-1 -3 a-2
11 a 2 -1 -3 a-2 0
1 «a
=(a-2)- =(a- Xa- 2a)=-%4a-2=42-a)=0= a=2
1 a-2 E—
Ahora veamos el rango de M’ cuanda 2:
12001 1 2 001
F, - F,-F
12112 0 0 111 F, - F,-F,
M'= =F, - F-F > = =
2 2113 1 0 112 F, - F,—2F,
F, -~ F,-F
112 23 0 -12 22
1 2 001
O 0 111
= =M’
1 0 001
0O-1000

El rango de M’ es 3 por s¢F, = F, - 2F,} y existir determinantes de orden 3 dis-
tintos de cero, como por ejemplo:

R O K

o OoON

o - O
I
N
N
o

Resumen:

Para a =2= RangoM= RangoM '= 3<n°incégnitas= Compatible Indeterminado

X+2y=1
x=1
. X+2y+z+t=2 _
El sistema resultante es: equivalente a3y =3
2X+2y+z+t=3 rte1
V4 =

X+ y+2z+ 22 =3
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. 2X-y-z+3=0
2°) Encontrar los puntos R pertenecientes a la reeta tales que los
- 2xX+3y-z-1=0

segmentosPQ y PR forman un angulo recto, siendo P(1, 0, 0) y Q(0, -1, 5).

2x= y- 3+ k=-1+k-3+k

= 2y=-2+2k;; y=-1+k ;;
—_ 2X=—-4+ 2k ;; x=-2+Kk

N
I

2x—y=-3+k
T - 2x+3y=1+k
X=-2+Kk

La expresion por unas ecuaciones parameétricas derrsesy =-1+k.
z=k

Los puntos R de la recta son de la forn®&:= 2+ k, —-1+k, k).

La situacion se representa graficamente a continuacion:

Para que los segmentoBQ y PR formen
un angulo recto es necesario que sean perpendict
lares los vectoresPQ y PR, por lo tanto, su pro-
ducto escalar tienen que ser cero:

PQ=Q-P=( 0- 15-(10,0=(-1-15)

PR R- P=(~ 2+ k,~ 1+ k,k)-(1,0,0)=
=(-3+k, ~1+k, k)

wlbh

PQ PR=(- & 1b(- 3 k- ¥ k, W= 3kt I-k+5k=FK+4=0;; k=-

Las coordenadas de R sop=-1+k =-1-
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Opcion b)

1°) Un ama de casa decide que en sus compras haya fruta por valor de 1000 peset
primer dia compra con ese dinero dos kilos de platanos, uno de kivis y medio de n
zanas. A los dos dias, con el mismo dinero, compra un kilo de platanos y tres de ma
nas al mismo precio que un kilo de mangos. Los dos dias siguientes compra, tam
con 1000 pesetas cada dia y con los mismos precios, tres kilos de platanos y 800 gr
de mangos y (al dia siguiente) medio de kiwis, kilo y cuarto de mangos y un kilo
manzanas. Averiguar los precios de cada fruta.

Llamando {x, y, z, t}, respectivamente, al precio de un kilo de platanos, kiwi:
manzanas y mangos, resulta el siguiente planteamiento:

2x+ y++z=1000
X+3z=t - t=500

&+ 08-1=1000

+y+125- t+2z=1000

4x+2y+2z=2000
= &+ 400=1000; - X =600;; x=200 =
y+ 1256~ 2z = 2000

=

800+2y+2z=2000 2y+z=1200 4y+ 2 = 2400
— =1650;; y=550

y+ 2=750 y+2=750 -y-22=-750

y+ zZ 750;;558 2= 750;; 2= 200;; z=100

Platanos: 200 pts/ kilo
Kiwis : 550 pts/kilo

Manzanas 100 pts/kilo

Mango: 500 pts/kilo
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2°) Encontrar el punto simétrico de P(2, 3, 5) respecto del plano+ y -3z =1.

r P(2,3,5) Un vector normal al planoes:

T n=(11-3

Q
La recta r es la que pasa por el punto P y e

perpendicular al plano, por lo tanto su vector di-
rector pude ser el normal del plano, y entonces:

1P’(X, Y, 2)
x=2+k

rs;y=3+Kk
z=5-3k
El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:
n=x+y- 8 1= ( 2k+(3k- 85 8)=1; 2+k+ 3+k-15+%=1;;

1k=11;k=1 = Q(3 4,2

Para que P’ sea el punto simétrico de P con respeagtoti@ne que cumplirse

que:
PQ=@ = Q-P=P-Q ;{ 342-(239=(xy.2)-(342);;
x-3=1 - x=4
(L1-3=(x-3 y-4,2z-2) > {y-4=1 - y=5| = P{45-1)
z-2=-3 - z=-1
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GRUPO 2
Opcidn c¢)

1°) Calcular el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la sum
las longitudes de sus dos catetos vale 4 cm.

a Area= A= %

btc=4;; c=4-b = A:w:%@b—bz):A

)i
(o)
vy)

A':%(4— 2h=2-b= A ;; A'=-1<0 = Maximo

A= 0= 2b=0;;b=2;;c=4-b=4-2=2=cC
Se trata de un triangulo rectangulo isosceles de catetos 2 centimetros.
A=RC_22 5o n
2 2 =
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2°) Dibujar la superficie limitada por la paraboja x* —4x+5 y la rectay=x+1y

calcular su area.

Los puntos de corte de la parabola con la recta son:

=X —4x+5
y=x =X }:> X — 4dx+ 5= x+1;; X¥*-5x+4=0
y=x+1

- 5 +/25-16 _ 51\/§: 5+3

2 2 2

Los puntos de corte de la parabola con el eje X son:

+ , —_—
x2—4x+5:0;;x:%625:> X R= No corta al eje X.

La situacién grafica es, aproximadamente, la siguiente

, / A=}(X+ﬁ-dx—}(x2—4x+5):

‘AY

y= X —4x+5

(x+1- ¥ + 4x-5) - dx =

B —h

x®  5x® )
> = -—+ —-4x| =

O 1 4 X I 3 2 :|1

3 2 3 12
e Y T B O ET- VT T TR P Y-

3 2 3 2 3 2 2
=7-221475. 9 45 =

2 2 2
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Opcion d)

I , .. lim lim o x
1°) Calcular los S|gwentesllm|te§(: O(\/lﬂ—\/l—lj = (senx)™™.

e = )

X - 0|V x X

1 1
Caim P im 2 _2 _2_,
X — 0\/1-}141J]-—]_ X - O\/l-Fl4aJ1'_]_ 00 + 00 o0 =
X X X X
lim o X ae . .
Y = (senx)™* =1" = Ind del tipo delnimeroe =
X - x

2

:?’{( senf" = A; LA tagx L(senx)= —ox L(5enx)} .
COS X

[im

2

Llseny®  =Y= Ly = L{X“m”(senx)t”‘gx} = L{ fim A} _ im (LA)=

X -5 X -7

lim : : .
senx Usenx) _1-11_1-0_0 = Ind. = (Aplicando L Hopital) =
X - 7 COS X 0 0

COS X
. cos x [seny+senx-—=
lim senx _ lim cos x I(senx)+ cosx _ 0-0+0
= = = =0=
X -7 senx X -7 senx 1
lim
= Y=0; LY=¢€"=1 = (senx)™* =1

X -

N
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i si x=0
X+1

X +ax+b
cx’ +1
las constantes a, b y ¢ que hacen que f(x) sea continua y derivable dos veces en >
Dibujar la gréfica de f(x).

. Encontrar los valores de
si x<0

2°) Sea f(x) la funcién dada pdi(x)=

Para que una funcién sea continua en un punto es condicién necesaria que se
continua en ese punto, por lo tanto para que sea derivable para x = 1, primero tiene
ser continua:

lim lim 1
f(x)

_ X)) = =1
X -0 X - 0x+1

lim f(x) = lim % +ax+b

= =b
X->0 cx*+1 -

Una funcion es derivable en un punto si, y solo si, existen la derivada por la iz-
quierda y la derivada por la derecha en ese punto y ademas, son iguales.

ey %5 o)1
f'(x)= = = a=-1
(2x+ a)(ex? +1)-2¢X % +ax+1) f'(0+):%:§
(cx2+1)2

La funcion y derivada resultante con los datos anteriores son:

xi+1 si x=0
f(x)=
Xox*t G y<o
cx +1
. 1
x20 = f(x):—(x+l)2
_ 2 _ 2 _1_ _
(<0 — f,(X):(Zx ])(cx +1) 2§>(x x+1): 2¢k+ 2% ck-1 22>?+2c><2 2cX _
(cx2 + l) (cx2 + l)
_ 2x+ oX —1-2cx
(ox® +1)

Si la funcién es derivable dos veces para x = 0, la segunda derivada por la iz-
quierda y por la derecha tienen que ser iguales.



La derivada segunda es, en cada caso, la siguiente:

S ,,X:2(x+1): 2
20 = 0= ey

X’ + )f— (Zc%+ ).-20x-(2x+ cx2—1—2c:x)

x<0 = f"(X):( 2 Bx- 2)(0

(cx2+1)4
(0)=2
f(x)= = 2=2c-1) = c=1
f.(0+):(2_ 23:2 1_0 — 2(1—C)
—— si x20
La funcion resultante es:(x) = 2X+1
X" —-x+1 _.
——— SI x<0
X“+1

Para representar la funcion tendremos que determinar algunas caracteristicas
misma, como pueden ser las siguientes:

Pasa por A0,1)
1 Asintotavertical: x =-1
f(x)=—— si x>0 = { Asintotahorizontal: y =0

f'(x)=- 1 <0 0x20= Decreciers

(x+1)

2_
f(x):x—x+1 si x<0:

Pasa por el punto A(1, 0), ya que es continua para x = 0.

Asintotas verticales no tieng* +1=0= x[R.

lim x>-x+1

Asintotas horizontalesy =k = St C=l=y
X —» 0 XxX°+1 —

Maximos y minimos relativos:

, _(2x—])(x2+l)—2x(x2—x+1)_ 2% + 2x- X - 1-2X+2x*-2x _ x*-1 _ _,
f'(x)= = = = f
) (x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2 Y

=1
f(x)= 0= x? —1:03{)(1—

X, =-1




() = 2Ax+ ¥ -(x-1 .2(x2+])-2x: 2>(x2+])—4x(x2—1):

(x? +1)° (x* +1)°

2% + 2x— 4x(x? = 1) _ 2)¢ + 2x— 4x° +4x _ 6x—2X° _ 2x3—x2): £ (x)

(" +2f (" +1) (¢ +2f (¢ +af
fr)=22=150 2 Minimo = )=l Min(l Ej
2 1+1 2 2
fr(-)="22=--150 2 maximo = f(-7)=T1 3 Mév{—l §j
8 2 1+1 2 2
La representacion grafica, aproximada, es la siguiente:
A Y4
x=-1
Max
f(x) | . ant
-— ) N Asintota horizontal .
Y=1 0 TG e
MI'r‘]“ Lo
>
O X
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