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MATEMATICAS lI

Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contestar una opcion en cada grupo de preguntas.

GRUPO 1
Opcibén a)
X=2
: : X+z=4
a 1) Calcular la distancia entre las reatas y =1+t vy ss{ :
= ot 2y+z=5
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Un vector director de ru = (0,1, -1) y un vector director de st = (- 2,- 1, 2).

Como puede observarse, los vectoresy v son linealmente independientes,
por lo tanto, las rectas r y s se cruzan o se cortan.

Para diferenciar el caso tomamos un tercer vestogue tenga como origen un
punto de la recta i\(2,1, - 2) y por extremo un punto de la rectaaé > 1]:

’4’_7
2
— — 5 3
= AB=B-A=4—- ,11-121-2)=|2 —,3
" (29(1)(2j

Si el rango de los vectoréﬁ, v, W} es 2 indica que las rectas estan en el mis
mo plano y si el rango es 3, no pertenecen a ningun plano y, por consiguiente, se cri
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0 1 -1
Rangd u, v, W}: ~2 -1 2|= 3 4 2+6=1120 = Rangdu, v, w}=3
2 2 3

2

Las rectas ry s se cruzan.

Se entiende, l6gicamente, como distancia entre dos rectas que se cruzan, a |
nor distancia entre ambas.

Para una mejor comprension, hacemos un esquema de la situacion.

Para calcular la distancia entre las rectas vamos a determinar un paralelepij
cuyas dimensiones son los vectores directores de las rectas y otro vector que tiene
origen un punto A de la recta r y como final otro punto B de la recta s, tal como se
serva en la figura.

El volumen del paralelepipedo es el producto mixto de los tres vectores. Por
parte, también se puede determinar el volumen como el producto del area de la bas
la altura. Observemos que la altura h es igual a la distancia pedida d entre ambas re

Todo lo anterior se puede expresar de la siguiente forma:

Vz—u-(ﬁvDT\):‘—LJDT/‘-h:‘GDV‘-d = d:‘”;(VEW)‘
‘UDV‘
0 1 -1
-2 -1 2
d_‘ﬁ'(VDW)‘: 2 5, 3 I ! I 11
uov| i k|| [2+2j+Xx-i| [i+2j+2K| JE+22+2?
0 1 -1
-2 -1 2
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a 2) El sistema de 3 ecuaciones con 3 incognitas AX = B tiene al menos tres solucic
¢, Qué posibles rangos tienen la matriz de coeficientes del sistema (A) y su matriz
pliada?

Supongamos que las tres soluciones conocidas de ese sistefha, 8hn(1, 0,1)
y(11,2). ¢Es posible que el rango de A sea 2? Justificar la respuesta.

Un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas representa un conjunto de
planos en el espacio. Sus distintas posiciones relativas dan lugar a los diferentes ¢
de resolucion.

Siempre que un sistema tiene solucién los rangos de las matrices de coeficien
de la matriz ampliada son iguales (Teorema de Rouché). En caso contrario, el sisten
incompatible.

Si el rango coincide con el numero de incognitas el sistema es compatible y
terminado.

Cada una de las soluciones de un sistema de tres ecuaciones con tres incog
representa un vector ed.R

Los casos que pueden presentarse son los siguientes:

Rangode A'=1 - Tres planos coinciderdgs
Rangode A=1= Tres planos paralelos

Rangode A'=2 - -
( Puedenserdos coinciderds)

Formanunhazde planos
Rangode A Rangode A'=2 - o]
Dos coincideny uno seante

Lostres planosse cortan formando dosrectas
Planos sec antegjuese cotan dos ados

Dos paralelos y uno secante)

Rangode A=2
Rangode A'=3 - (

Rangode A Rangod&A—  Lostres planosse cotan enun punta

En el supuesto que las soluciones (vectores) sean las dadas, veamos cual
rango:

110
1 0 1|=1-1-2=-2#0 = Rangc=3 = No puede tener rango 2
112
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Opcién b)

b 1) Sea la matrizA=

O O
o O B+

0
1].
0

- Encontrar la regla de célculo de las potencias sucesivas de A, es"dpaiaA
cualquier nimero natural n.

. .- 4 3 2
- Resolver la ecuacion matnma)((A4 + A - A) :(1 1 J :

010 010 0 01
A=A-A={0 0 1(-{0 0 1|=|1 0 0|=A°
1 0O 1 0O 010
0 01 010 1 0O
A=A.A=|1 0 0/:-|]0 0 1|=|0 1 0|=1=A¢
010 1 0O 0 01
A=K A=1 A= A=A’
N | 4
@|C_ A=A =

= W

atc-e=4 b+d-f =1

[ &a e e —acre a-cte) (4 3 2
“\brd-f —b+rd+f b-d+f) (1 11

a-ct+te=2 b-d+f =1

=J{-atcte=3; y<—-b+d+f =1;=



= a=3;; b=1;; C:Z;; d:1;;e:§;; f=1=> X =
2 2 1

3
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- - - Xx-y-z=1
b 2 ) Probar que las rectas x3_y-2_z-1 y ss{ 4 se cortan en

1 2 2X=-2y+z=-1
un punto.

Calcular el angulo que formanry s.

Un punto y un vector de larectarsan=( 2,19 y A(3 21).

Ahora vamos a expresar la recta s en forma de ecuaciones paramétricas:

-y-z=1-k
X=k = y = -3¥-3k;; ¥ k;;-k z=1-k;;z=-1
-2y+z=-1-2k -

x=K
s={y=k Un punto y un vector director de s ser=(1,1,09 y B(0,0,-1).
Z=

-1
Siendo w= AB=B-A=( 0,0- }-(329=(-3-2-2).

La condicion para que las rectas r y s se cortes en un punto es que estén sitt
en el mismo plano, es decir: que el rango de los vec{aresv, w} sea 2.

2 1 2
Rangd u, v, W}: 1 1 O0|=-4-4+6+2=0 = Rangdu, v, W}:z
-3 -2 -2

En efecto, las rectas r y s se cortan en un punto.

El angulo que forman las rectas es el mismo que forman sus vectores directore

—_—

u-v=|ul||v| -cosa = cosa-= Ev_, = (213-(110)
A CikiE

2+ P+ 2 P+ +0°

"oz 8z

= 07071 =» a=47

_2+1+0_ 3 42
2

*kkkkkkkkk



GRUPO 2

Opcién c)
2
¢ 1) Estudiar en la funciém(x):w:
X" +4x+3

- Su dominio de definicidon, asintotas horizontales y verticales.
- Sus intervalos de crecimiento y decrecimiento y sus maximos y minimos.
- Sus intervalos de concavidad y convexidad.

- Utilizando estos datos, dibujar la grafica de f.

Como la funcion se puede dividir, hacemos la division con objeto de obtener
funcién mediante una expresion mas sencilla.

14
fl)=1+ X* +4x+3

Por tratarse de una funcion racional, el dominio de definicidon de la misma es
conjunto de los nameros reales, excepto los valores de x que anulen el denominadol

2+ dx+3=0 o X:—4¢\/16—12:—4¢2:>{x1:—1 = o(f)>R-{-1-3

2 2

-1-(2x+4) X+2 ,
= =-2. =f
(x2 + 4x+3)2 (x2 + 4x+3)2 )

f'(x)

El signo de f'(x) depende del numerador, ya que, el denominador es siempre p
tivo para los valores de x pertenecientes al dominio de definicion.

x+220 = x=2 = (x) = WWW%
- - 1

x<-2 = f'(x)>0 = Creciente= (-0 ,-30(-3 -2)

x>-2 = f'(x)<0 = Decreciers = (- 2,-1)0(-1, »)




Asintotas horizontales: son los valores finitos que toma y cuando x tiende a val
infinito; son de la forma y = k.

x=-1

Asintotas verticales: son los valores de x que anulan el denominador: .
X=-3

Los maximos y minimos son los valores que anulan la primera derivada, por ta
puede tener maximos y minimos en los puntos de abscisas -1y -3. (Para que existar
maximos 0 minimos es necesario que no se anule, para esos valores, la segunda de

da).

1+ a+ B-(x+ P -2(¥+ &+3-(2x+4)
(x2+4x+3)4

X+ &+ 3 2.(2¢ + ax+ 4x +8) X+ K+ 3 A -16x-16

=-2

=-2
(x2 + 4x+3)3 (x2 + 4x+3)3
- 3¢ -1%-13 3¢ +1x+13
==2. =2. = f"
(x2 + ax +3f’ (x2 + ax +3f )

3-4- 24+13 12-11_ 2
f(-2=2. =2.22 "="=-1<0 = Max(-20
-2 (4-8+3)° (-1 -1 :——X( )

1
4-8+3

f(—2):1+

Una funcion es convexal) cuando la segunda derivada es positiva y concava
(n) cuando la segunda derivada es negativa.

ffx)= 0= 3¢ +1x+13=0 ;; x=—_ % ”244_156: xd R= f"(x)>0, OxOD(f)

La funcidén es convexa en su dominio




#$ T*Yu
H I I FES
x=-3
/||
/ i \ fix)=1+ L
=1 | N— +4x+3
- — y=1 \ | T —
@) X'
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Opcion d)

d 1) Calcular los siguientes limites:

lim x*-3x+2 lim 1
-5 (COSX)ser?x
X -1 x=-2x+1 X -0

lim x*-3x+2 1-3+2 0 ¥ = 3x+ 2= (x-1)(x-2)
= =— = Ind. = =

X1 X -2x+1 1-2+1 0 X — 2x+1=(x-1)?

im -2 lim (-Yx-2)  im x-2_-1_

= = — =400
X-1 xX¥=-2x+1 x-1 (x-1) X->1 x-1 0 —
lim S .
O(COSX)ser?x =1°=1" = Ind ( del tipo del r* e) =
X -
.1 n+1 X-0]| (n+1) _nP+2n+1
= cosx=1+-=—= = ;; COS X = = . .
n n n - oo n n
2 L on+ 2 _ 2 _ on_ + 2
serf x= 1-co x =11 22n 1_n n22h 1__2n 1;; 1 __n
n n i sefx  2n+1

[im 1 lim _% Iim Nl 2na 1
(cos x)setx = (1+1j " (1+1j —e? :i;@
Je e

X -0 n - oo n - o
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d 2 ) Utilizar el cambio de variable L x =t para calcular la integral:

e 2 2

j1+Lx +(Lx)_dx.

 x(1+ LX)
e 2 2 e 2 e 2 e
j1+Lx+(Lx) dx:j1+2 Lx+(Lx) _I@+Lx) _Il+Lx_dX:>
) x(1+Lx) » x(1+Lx) » x(1+ LX) )X

x=e-t=1 1 27
= [(1+1)-dt= t+L | =141 0=
x=1.t=0[ 1 2,77 2
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