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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Contestar una opcion en cada grupo de preguntas.

GRUPO 1
Opcibén a)
1 a 0 0) (x 1
: 121 1|]y| |2
a 1) Encuentra el valor o valoresalgue hacen que el siste g 21112713
11 a 2 \t) \3

no tenga solucién Unica. En ese o esos casos, si es posible, calcula sus soluciones.

Un sistema es compatible determinado (solucion Unica) cuando los rangos de
matrices de coeficientes y ampliada tienen el mismo rango que ha de ser igual al nt
ro de incognitas, en este caso cuatro. Por el contrario, el sistema no tendra solucion
ca cuando el rango de la matriz de coeficientes sea menor de cuatro; es decir, cuan
determinante sea cero.

1 a 00
. . 1211

La matriz de coeficientes s = , o 1 1| YSUrangoes:
11 a2

Restando a la cuarta columna la quinta, resulta:

1 a 00 |1a 0
1 211 12 0 1 L ago
IM|= N & P 1:—(a—2)- 1 2 1|=-(a- 9 -(2+2a-a-a)=
2 al
11 a 2 11 a-2 2
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El sistema no tiene solucién Unica cuando?2.

Parao = 2 las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1200 12001
1211 12112
M = y M'= .
2211 22113
1122 11223

Teniendo en cuenta que en la matriz ampliada se cumple; qu€E,G Gs, el sis-
tema que determinan es compatible indeterminado, por tener ambas matrices rango
120

porserl 2 1|= 2+ 4 2-2=2#0.
2 21

x+2y=1

El sistema resulta Xtayrz+t=2

2x+2y+z+t=3

X+ y+22+ 22 =3

compatible indeterminado, por lo que podemos eliminar una ecuacion, por ejemplc
Gltima. Hacienda = 4, resulta:

. Para resolverlo tenemos en cuenta que e

X+2y=1 x+2y=1 - X=1-2y
X+t2y+z+t=2y x+2y+z=2-A4

(1- 2y)+ 2y+z:2—/1}
=
2x+2y+z+t=3] 2x+2y+z=3-A

- A1-2y)- y+z=3-

z=1-A

-5y=0;; y=0::x=1-2y=1-0=1=x.
- —5y+z:1—/1}:> \ Y= %y —

1
. 0
Solucioén il OAOR

N < X
I

1
=A
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. - y-z+3=0
a 2 ) Encuentra los puntos P pertenecientes a larre t2a y-z
- 2x+3y-z-1=0

segmento$Q y PR formen un angulo recto, siendo R(1, 0, 0) y Q(0, -1, 5).

tales que los

La expresion de la recta r por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

2x-y-z+3=0 2x—y=-3+A1
r= y = z=1= Y = y=-2+21 ;; y=-1+4 ;,
- 2x+3y-z-1=0 -2x+3y=1+A1 —_—
X=-2+A
2X==3+y+z2=-3-1+A+A=-4+21 ;; Xx=-2+1 = r=y=-1+].
z=A

Los puntos de la recta r son de la forpfa2+ 4, -1+ 4, 7).

PQ=Q-P=(0-15-(-204,-1+4,1)=(2-4,-1,5-1)
Los vectores son per-
PR=R-P=(100-(- 2+1,-1+1,1)=(3-1,1-4, -A)
pendiculares, por lo cual su producto escalar tiene que ser cero:

PQPR= 0= (21,-1,54) (31,1-1,-4)=0;;

1%/121-72 _ 11++/49 _

6-21 -3+ - A+ - A+ A42=0::3F-1U+6=0:: A= 5 5

_11x7

= A=2;A,=9.

Para A, = 2= P(0,1 2).

Para A,= 9= R(7, 8 9).
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Opcién b)

b 1) Una ama de casa decide que en sus compras hay fruta por valor de 100 peset
primer dia compra con ese dinero dos kilos de platanos, uno de kiwis y medio de n
zanas. A los dos dias con el mismo dinero compra un kilo de platanos y tres de ma
nas al mismo precio y un kilo de mangos. Los dos dias siguientes compra, también
100 pesetas cada dia y con los mismos precios, tres kilos de platanos y 800 gram
mangos Y (al dia siguiente) medio de kiwis, kilo y cuarto de mangos y un kilo de m:
zanas. Averigua los precios de cada fruta.

Sean x, Y, z, t los precios por kilo de platanos, kiwis, manzanas y mangos, res;
tivamente.

Del enunciado del ejercicio se deduce el siguiente sistema de ecuaciones linec

2x+y+3z=100 4x+ 2y+z=200 4Ax+ 2y+z=200

x+ X +t=100 x+ X +t=100 x+ X +t=100
X+ 08 =100 36+ & = 1000 15+ 4 =500/

1 y+125t+z=100] 2y+ 5+ 42=400 2y+ &+ 5 =400

4 2 1 0 200
: : 1 0 3 1 100
Resolvemos por Gauss. La matriz ampliada

15 0 0 4 500

0 2 4 5 400
1 0 3 1 100 10 3 1 100 10 3 1 100
M = 4 2 1 0 200 0 2-11 -4 -200 0 1-55-2 -100

|15 0 0 4500/ | 0 0-45-11 -1000 | 0 O 45 11 1000|

0 2 4 5 400 02 4 5 400 0 2 4 5 400

10 3 1 100 10 3 1 100 10 3 1 100
0 1-55-2 -100 0 1-55-2 -100 0 1-55 -2 -100

| 00 45 11 1000/ |0 O 5 3 20| |00 5 3 200
00 15 9 600 0 0 45 11 1000 00 0 -16 -800)=

= —16:800;;t=%)=_50t 78 150 200;; %= 50;;z= 10, y- 5%- 2=-100;

y— 55 160- 100;y= 55;x+ 3+t= 100;x+ 36 50=100;; x=20.

El kilo de platanos, kiwis, manzanas y mangos son 20, 55, 10 y 50 pts, respectivame
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b 2 ) Encuentra el punto simétrico de P(2, 3, 5) respecto del pkame y-3z=1.

P(2.3,5) El vector normal de es n =(1, 1, -3).

7 La recta r es la que pasa por el punto P y e:
Q perpendicular al plano, por lo cudl su vector di-
rector es el vector normal del planpsu expre-
sion por unas ecuaciones paramétricas es la s
X=2+A
P'(x,y, 2) guiente:rr ={y=3+1 .
r z=5-31

El punto Q, interseccion del planp con la recta r, tiene que satisfacer las ecua
ciones de ambos, por lo tanto:

= x+y-3z=1
X=2+A

rsqy=3+A4
z=5-31

= ( 22)+( 31)- 3(5 A)=1;; 244+ 3+A1-15+91=1;;

- 16 1;;14=11;;1=1= Q(3 4, 2).
Para que P’ sea el punto simétrico de P con respecttieme que cumplirse que:
PEQP= Q-P=P-RQ i 342(239=(xy.2-(342);

x—-3=1 - X_:4
(L4-3=(x-3 y-4,2-2) = Jy-4=1 - y=5 | = P(4,5-1).
z-2=-3 - z=-1
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GRUPO 2

Opcién c)

c 1) Calcula el area maxima que puede tener un triangulo rectangulo tal que la surmr
las longitudes de sus dos catetos vale 4 centimetros.

X+y=2;, y=x-4.

X
S= X y: X-(X_4):1()8—4>():S
2 2 2
— 2 °
y El area es maxima cuando su derivada es cero:
1
s=3 (x-d=x-2=20= x=2;,y=4-2=2=y,

Se trata de un tridngulo rectangulo e isésceles cuyos catetos miden dos centimetr

El valor del area ess=% =2cnt=S.

Justificacion de que se trata de un maximo:

S"=1>0 = Maximo, como se queria justificar.
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c 2 ) Dibuja la superficie limitada por la parabolax* -4x+5 y la rectay=x+1. Cal-
cula su area.

Los puntos de corte de la parabola con la recta son:

y=x —4x+5
= X = 4x+B=x+1;; X -5x+4=0;; x= 5i“§5_16=5i\/§:

y=x+1

\/A
x=1- Al 2) \

e /
e \ [
/

=4 _ B(4 5
% B(4.5) \ y= X —4x+5

Los puntos de corte de la parabola B /
con los ejes son: 2

C 5y=x+ﬂ

Eje X = x¥*-4x+5=0=>

= 4++/16-25
2

= xOR= No corta a X.

EjeY= x= 0= y=5= C(5, 0).

La representacion gréafica de las dos o 1t 2 4 X
funciones es, aproximadamente, la que
indica la figura.

Como puede apreciarse, en el intervalo correspondiente al area a calcular, la

denadas de la recta son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de
rabola.

El area pedida es la siguiente:

Sl d-(5-an ] aefle o5 o] -2 455 -] -

1 1

3 2 3 2
o e L SR/ B LI ) - T ST PR SR S B Y
3 2 3 3 2 3 2
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Opcion d)

dl)CakuhrbssgumnEshnMes (J% ‘/ j smmﬁ“

nm(\/ J_lj\/ﬂ\/_lrroooo:»md:»

o (BB [ o) B2
R

_ 2 _2_,
co+00 00 = '
lim t T\ lim t
W (senx)®o :(senEj =1" = Indet = {nUmerog} = W (1+ senx—1)™* =
2 2
tag x p— -(senx-1) - tag x
lim 1 lim 1
= m|1+ = T |1+ =
X o — 1 X - — 1
senx—1 senx-1
B (semci)tagx - _ ( senx1)senx
1 1 cosx
senx-1 senx-1 )
lim 1 lim 1 I'm” ( senx1)senx
T
- Tl 1e—T - Tl1e— = e 2 cosx -
X - — 1 X-— 1
2 2
senx-1 senx—1
i . . .
"M ( semd)( senx1)senx I'm” seh x1)senx I'mﬂ -cod x- senx I'mﬂ -C0S X- Senx 0
X= cos Xsenx+1) X=7 cos fsenx+l) X=7 cos senx+l) X=_  senx+l - 0

=—e 2 =e =e =e 2 =—e2 ze’'=1
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i si x=0
X+1

X +ax+b
cx? +1
constantes, b y ¢ que hacen que f sea continua y derivable dos veces en x = 0. Dik
la grafica de f.

d 2 ) Sea f(x) la funcién dada padfx)= . Encuentra los valores de las

si x<0

La funcion f(x) es continua en R,g3 b cOR, excepto para x = 0, cuya continuidad
es dudosa.

Para que la funcion sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los lim

por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la funcion en
punto:

l[im im Y +ax+b b
f(x)= M Xraxrb by,
X -0 X-0 cx +1 1 —
Para x=0 = = b=1
lim [im
)= ™ Lo f(0)=2=1
X -0 X - 1x+1 1 -
x2+2ax+1 <0
La funcién resultaf (x)={ ©X 1+1
—— six=20
x+1

La funcidn f(x) es derivable para todo R, excepto para el valor x = 0, que es «
dosa su derivabilidad. Para que la funcion sea derivable para x = 0 tiene que ser de
ble por la izquierda y por la derecha y ser ambas derivadas iguales.

X’ +1 (cx2 + 1)2

g(x):w: g'(x) (2)@- z).(C)%+l)—(x?+ax+]).2CX:

_ 2 &2 % ack+ a 2cR-2ack -2cx _ 2 x a-ack —2cx _ —acxX +(2-2¢)x+a _

= = = =g'(x).

(cx2 + 1)2 (cx2 + 1)2 (cx2 + 1)2
S O R R
h(x) = vyl = h(x) 1] (x+1) h(x).
—ac¥ +(2-2¢x+a Si x<0
2 2 i
R B R . f'(0)={ asix<0_
-1 , —-1si x=0
si x=0

(x+2)



X2 —x+1

- 2 Si X<0 - - -
La funcion resultaf(x) = °X1+1 y la funcién derivada resulta ser la si-
—— six=0
X+1
_acx2(+52—)220)x—1 Si x<0
guiente: f'(x)= ox+1
~1 5 si x=0
(x+1)

Como tiene que ser derivable dos veces para x = 0, tiene que ser ’(x) igual po
izquierda y por la derecha de 0.

2 _
Para x = 0 eg(x)=***1 - ¢(x)

_ oX +(2-20)x~1
o’ +1 '

(o +1f

o'(x)= (2cx+ 2- 20(cx? +1f =[ ck+( 2 2 x- ]l-2-(cx2+])-20x=

(cx2 + 1)4

(2xr 2= )(ox + J- dckeX + 2x— 20x-1) _
(cx2 +1)3

2°C3 20K 2+ 2= 2t k- 2¢e 448 )?—80)3+8c2x2+4cx:
(CX2+1)3

_ 6o 2+ 6¢ X - 2c-20 X - 60X _

\J 3c#1+3¢X-c- X -3cx _

(cx2 + 1)3 (cx2 + 1)3 )
_, "X +(i;(20;11))3x+(1— c)_ o(x).
el gt -1 "x:1'2'(x+])'1: 2 ).
)= = W= = e = (= LRl 2oy

- ¢ X +3dc-1)x+(1-c) Si x<0

2 3 _ i
Fr(x) = (cx +1) - f,,(o):{z 2c .SI x<0 ~ c=0.
2 2 six=0 -

(x+1)°

si x=0
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