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Contestar una opcion en cada grupo de preguntas.

GRUPO 1

Opcion A

. . senx si x<0
1°) Sea la funcion definida péfx) = N\ .
(a%+ bx+ de* si x>0
a ) Encuentra los valores de las constantes a, b y ¢ que hacen que f sea continua y
vable dos veces en x = 0.

b ) Dibuja esquematicamente la grafica de f(x), poniendo especial atencion en el pt
x=0.

a)

La funcion f(x) es continua para todo R, excepto para el valor x = 0, que es du
sa su continuidad. Para que la funcidén sea continua para x = 0 tiene que cumplirse
los limites por la izquierda y por la derecha sean iguales, e iguales al valor de la fun
en ese punto:

lim lim
o f(x)-x_)o_ senx—g—io)
Para x=0 = im im =
—_ X | — 0 — —_
_ f(x)—x +[( akX+ bx ()e]—c €=c-1=c
lim lim
= M= ™ i9=10) = ez

La funcién f(x) es derivable para todo R, excepto para el valor x = 0, que es «
dosa su derivabilidad. Para que la funcion sea derivable para x = 0 tiene que ser de
ble por la izquierda y por la derecha y ser ambas derivadas iguales.
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COS X si x<0

Ol p ot emie sk b de s o

=

1=b —

senx si x<0

, CUya
aX + §e* si x>0 Y

La funcion resultante con los datos hallados (@$= {(

, , COS X si x<0
primera derivada e$'(x):{( ; e si x>0
— aX + xt+lje SI X>

Para que sea derivable una segunda vez es necesario que la segunda derivad
igual a la izquierda y a la derecha de x = O:

f”( )_ — senx _ — senx _ — senx _
§ _{ (-2 ax1) e —(ax2 + x+1)e‘X _{(— 2axt1- ax - x—l)e‘X _{[— ax —(2a+1)><]e’X B

B - senx si x<0
_{— X axt 2a+1)e* si x>0 -

t(07)=-seno=0 )
= = = f{0)= #(0') DaOR=> aOR

f {0)=-0-(2a+) -e"=0
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lim Lx lim  x*> -3x

2°) Calcula los limitesa ) — b) N
X-11-Xx X - 7T senx
1
lim L L1 : _ lim  lim
a) x .0 Indet ermin ado = {L'Hopital} = X = 1.
X-11-x 1-1 O X-1-1 x-1-x
:i:—l
_1 B
b) lim x*-3x_m-3n_n{m-3)_>0__

X - 7T senx sens 0 o =
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Opcion B

1°) Dibuja la region del plano limitado por las gréficasydq -xX+2x+3|ydey=5.
Calcula también el &rea de dicha region.

Los puntos de corte de la grafica de \ - x* + 2x+ 3| son los siguientes:

\—x2+ 2+ :{;= 0:-x>+ X+3=0: x2-2X%-3=0.

(o 2tV4+12 2416 _2+4

2 2 2

x,=-1- A-10)
1+2 =
x,=3 - B(3 0)

Los puntos de corte de las dos graficas son los siguientes:

y=‘—x2 +2x+3‘

= \—x2+2x+3\=5 =

y=|-¥+2x+3]|

v

-X+ X+ 3F5 ;; X¥*-X+2=0 ()
- X-35;; x¥*-X%-8=0 (2

() = x=2£¥4-8 ”24_8 — xOR

(2 = x= 2+/4+32 _ 21\/%:

2 2

x,=-2 -~ C(-2 5)

= 6:1133
2
x, =4 - D(4, 5)

La representacion gréafica, aproximada,
es la que se indica en la figura, donde el ares
a determinar es la sombreada.

De la observacion de la figura y aplicando las propiedades de las integrales ¢
nidas, teniendo en cuenta que las ordenadas de la grafica de y = 5 son iguales 0 mg

gue las correspondientes ordenadas de la gréfica:qe X2 + 2x+3\, el valor de la

superficie pedida es la siguiente:

S:T(S—‘— X+ 2 % j)

-2

3

dx=j4-5- dx—:[l()%—Zx—S)- dx—.[(—x2+2x+3)-dx—

-1



—}( % 2 x3. dx[5 ]>Zz+_f( %-2x3- d»_jl(— %+ 2% 3 dx+i(x2—2x—3)-dx:

x® N x® S ’
=5.4-5-(-2)+| Z-=x®=3x| +|-"-+x2+3x| +|—-x*-3x| =
3 -1 3 3 3 4

=300 - 446+1+1-342+ F 3 9 9- 9+ 9-9-9- 4 16+ 12=38- 0= 1 10
3 3 3 3 3 3

:ﬁ- u2:S
3
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GRUPOQO 2
Opcién C

1°) Construye un triAngulo equilatero de forma que dos de sus vértices sean P(1, 2, :
Q(-1, 4, 3) y que el tercer vértice R esté en el plaax+ y+z=2. ;Qué area tiene?

La longitud del lado del triangulo equilatero es la distancia entre los puntos P y
que es la misma que el médulo del veatQr.

1=PQ=,- 14)3(1 2 B=+- 2 2 0=y(- 2+ 2+ & =8=2/2 unidades=|

Los puntos pertenecientes al plane x+ y+z-2=0 se pueden expresar de la
siguiente forma:Kx vy, 2-x-y).

Por ser el triangulo equilatero tiene que $&& PR=QR:

EPRey(x y, 2-x=y)-(L 2 3=y(¢ 1 y-2 2- x y-3={(x1 y-2 —x-y-1)=

=J( %17 +( y2P+( % w1)?P=y k- 2% 1+ J-Ayra+ X+ Y + 1+ 2xy+ 2x+ 2y =

=/ 2%+ 2y + 2xy- 2y+6=PR

FQRe(x y, 2-x-y)-(-1 4 3=(x+1 y-4 -x-y-1=

=J( %02 +( AP +( % w1)? = R+ 20 1+ §-8yr16+ X+ Y + 1+ 2xy+ 2x+ 2y =

=\ 2%+ 2y + 2xy+ 4x- 6y+18=QR

I=PR=QR = + &, 2&+ 2§+ 2xy 2y+ 6=/ 2 + 2y + xy+ 4x— 6y +18 ;;
X+ F+ 2y W 6 X+ ¥+ y+ &- G+ 18 ;- y+ 6= 4x—6y+18 ;;

- 4+12=0;; x-y+3=0;; y=x+3

Sustituyendo en la expresion del lado:

I=PR=+ 84 20+ fx+ 3+ 2{x+ J- Ax+J+6 ;; 4= ¥ +(x+3)? + (x+ - (x+3)+3



4= X+ X+ B+ X+ 8-X%X-3F 3 &£ F+&+9 ;; *+8+5=0

X_—81\/64—60_—81x/2_—812_—4il N i
6 6 6 3 X ==

Teniendo en cuenta que la expresion del punto Roesx+ 3, - 2x-1), los pun-
tos pedidos son los siguientes:

x,=-1 - y,=-1+3=2 » z=-2(-1-1=2-1=1 = R(-1 21)

=8 L y=-Suast L gop (84100 | g[8 47
3 3 3 3 3 3 3 3 3

También se podia resolver este apartado de la siguiente forma:

El punto medio del segmenkQ es M(0, 3 3) y el vector que determinan los
punto dados e8Q=(- 2, 2, 0), con lo cual, el plano mediatriz del segmento tiene com

vector normaln =(- 1, 1, 0) y el plano mediatriz es de la formaes -x+y+D =0 y co-
mo contiene al punto M tiene que satisfacer su ecuacion:

a=-x+y+D=0
=-0+3+D=0;; D=-3 = a=x-y+3=0.

M(0, 3 3)

X+ y+z-2=0
Xx-y+3=0
vértices) del triangulo se encuentra en la recta r, por lo cua g$ 3 y se sigue como
se ha hecho anteriormente.

La recta r que determinan los planmosy a esr s{ . El vértice (o

El &rea del triangulo (uno de ellos; es la misma) puede obtenerse de diversas
mas, como por ejemplo la siguiente:

Los vectores de origen P que determinan el triangulo son:
U=PQ=Q-P=(- 14 3(123=(-220)

v=PR=R-P=(- 1,2 )-(1 2 3=(-2 0 -2

El area del tridngulo es la mitad del area del paralelogramo que determinan
vectores que lo definen, o sea, la mitad del médulo del producto vectorial de los ve
res mencionados:



i j K i ]k
-2 2 0of=2:{-11 0f=2-|-i+k-j[=2-|-i-j+k|=
-2 0 -2 -10 -1

Sear =

N

= 2J(- B+(- + A= 2V F B 1= 2/30346 ¥ = S

Otra forma de obtener el area es la siguiente: la altura de un triangulo equila

esh=%, que en el caso que nos ocupa e 2‘/_22*/5’ =+/6 unidades=h.

_ Base-ZAItura _ 2\/_22- J6 /T 23

S 0346 u* =S, como cabia esperar.
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2°) Un sistema de tres ecuaciones y tres incogmitasb tiene al menos tres solucio-

0) (1 0
nes que sox=14{ |2y |0|.
2 3 1

Explica porqué los coeficientes de la matriz A y del vedtohan de ser de la

0 -a «a a
formaA=|0 -8 B|y b=|p/|, dondea, g y y son tres constantes cualquiera.
0 -y vy y
1
Supongamos ahora que| es también solucion del sistema. ¢ Cuanto pueden v:
0

ler loas constantes, gy y?

Un sistema de tres ecuaciones lineales representa a tres planos y cada una
soluciones es un punto de la solucién. Si el sistema tiene mas de una solucion, entc
tiene infinitas soluciones que, segun que estén alineados 0 no, representan una re
un plano.

En este caso, considerando las soluciones dadas como las coordenadas ©
puntos A(O, 1, 2), B(1, 2, 3) y C(0, O, 1), que determinan los siguientes vectores:

u=AB=B-A=(1 2 3-(01 9=(1 1 1)

‘v=AC=C-A=(0,0)-(0 12 3=(0, -1 -1)

Como puede apreciarse, son linealmente independientes, o sea, no estan al
dos, por lo cual determinan un planacuya ecuacion general vectorial determinamos e
continuacion.

T=0X=0A+A -AB+u-AC = m=(x y 2)=( 0,1 +2 (11 d+u (0 -1 -1)
X=A
o tambiénir={y=1+A- 4.
z2=2+A-u

Como el sistema es compatible indeterminado con dos grados de libertad,
rangos de las matrices de coeficientes y ampliada tienen que ser iguales a 1, lo gt
0 -a «a 0 -a a «a
cumple con las matrices=|0 -8 B|y A=|0 -8 B B|,logue explica lo pedido.
0O -y v O -y vy



1 0O -a al

Si | 0| es también solucion del sistema, la matriz ampliada€® -5 B 0|y para
0 O -y y O

gue tenga rango 1 tiene que cumplirse, necesariamentey gise: y=0.
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Opcion D

1 2 3 0
1°) Resuelve, si es posible, la ecuaciéon matricial 4 4 |- X=|0
0

-1 0 -2

R R O

Teniendo en cuenta las propiedades del producto de matrices, las dimensione

a b
la matriz X tienen que ser 3x2, 0 séa=|c d |.
e f
1 2 3 a by (00 at 2c+ 3e b+ 2d +3f 00
1 4 4 |.1c d|=|0 1| ;; | ar4c+de b+4d+4f|=/0 1| =
-10 -2) (e f 01 -—a-2e  —b-2f 01
at+2c+3x=0
a+ 4c+ 4e=0 | = Sistemalineal hom ogéneode tres ecuacionescon tres incognitas
-a-2e=0
=
b+2d+3f =0
b+4d+4f =1) —, Sistema lineal de tres ecuacionescon tres incégnitas
-b-2f=1
1 2 3
Resolvemos el sistema homogéneo de matriz de coeficientesles 4 4
-10 -2
1 2 3
IM|=| 1 4 4 |=-88+12+4=0 = RangoM =2<n° incognitas= C. Indeterminado
-10 -2

El sistema, ademas de la solucion trivial a = ¢ = e = 0, admite infinitos grupos
soluciones.

Despreciando, por ejemplo, la segunda ecuacion y parametrizando una de la:
cognitas, por ejemplo la e, resulta:

a+ 2c+3*=0 a+2c=-3/
= e=A = = Xx=-3N-a=-AN+21=-1 ;; c=-=1
-a—-2=0 - a=-21

a=-24
., 1
Solucién CZE/] OA0OR
e=A




Para la resolucion del sistema lineal no homogéneo tenemos en cuenta que la
12 30

triz de coeficientes es también M y la matriz ampliadi 1 4 4 1|.
-10 -21

Para determinar su rango consideramos en primer lugar las columfay C.:

1 20
{c.c,c} =11 4 1=4-2-2=0
-10 1

1 3 0
RangoM' = {C, C,, C,} = |1 4 1|=4-3+2-3=0, = RangoM'=2
-1 -21

2 3 0
{c,,c.c} =14 4 1/=8+4-12=0
0 -21

Rango M= Rango M '=2<n° incégnitas = Compatible Indeterminado

Despreciando, por ejemplo, la segunda ecuacién y parametrizando la variab
resulta:

b+2d+3f =0

b+ 2d =-31
b+4d+4f=1 = f=1 = = d=-3AN+1+2A=1-1 ;; d:l—l/]
E— b=-1-24 2 2
-b-2f =1 ~ 2
b=-1-21
Solucién dzl—i)l OAOR
2 2
f=A
-24 -1-24

La matriz pedidaes:X=| 11 1-1) | OAOR
A A
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2°) Deduce una ecuacion para el planque es perpendicular/a= x-6y+z=0 Yy que
X=2+A

contiene a la recta r intersecciOnmes 4x-2y+z=2 y m,=y=2+A+u..
z=1+ A +2u

El plano 7, = x- 6y+z=0 tiene como vector normal & =(1, - 6, 1), que es un
vector director del plano pedido.
X=2+A

La expresion general o implicita del planp=iy=2+4+u es la siguiente, te-
z=1+ A +2u

niendo en cuenta que sus vectores directoresuseft, 1, 1) y v =(0, 1, 2), que contie-
ne al punto P(2, 2, 1):

Xx-2 y-2 z-1
_ﬁ,ﬁ) 1 1 1 |=0;; ¢x-2+(z-9-(x-2-qy-2)=0 ;;

0 1 2

(x= 2 @y P+(z- J= 055 x— 2 X+ 4+2-1=0;; 1, = x-2y+2z+1=0

. . . 4x—- 2y+z-2=0
La recta r expresada por unas ecuaciones implicitas s . La
X—2y+z+1=0

expresion de r por unas ecuaciones parametricas es como sigue:

Ix-2y=2-A1 4dx-2y=2-1
= 3X=3;; x=1;; x-2y=-1-4 ;;
X=2y=-1-1 -—-x+2y=1+A

x=1

y:%&+1+A):%@+1+A%:%@+A):Lw%A:y = r= y:1+%A
z=A

Un punto y un vector de r sap{1, 1, 0) y w=(0, 1 2).

El plano n pedido, ademas de tener como vector directar a(1, -6, 1), tam-

bién tiene como vector director al de la rectavrs (0, 1, 2), y por contener a la recta r
contiene a todos sus puntos, por consiguiente tamb@n, & 0), por lo que la ecua-

cion general del plano pedido es:



x-1 y-1 z-0
Ao W W 1 e 1= 05 1 dele -G dy-d=0
0 1 2

~ 1% M= By b+ (z- 9= 0 ;- 13+ 13- 2y+2+2=0 ;;

=13+ 2y—-z-15=0
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