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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responde a una cuestion de cada una de las opciones.

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
x+(a-1)y=2

y resuélvelo en los casos en que sea compatiblex+ ( & - a)y+ 2z=a-1 .
ax(d - gy+(a +1)z=2a

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

1 a-1 0 1 a-1 0 2
M=|-1 a°-a 2 y M'=[-1 a®°-a 2 a-1
a a-a a’*+1 a a-a a*+1 2a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del parametro a es el siguiente
1 a-1 0 11 0

IM|=|-1 a®’-a 2 |=(a-):[-1 a 2 :(a—])[a(a2+])+2a—2a+(a2+1)]:
a a-a a*+1 a a a’*+1

=(a1)( &+ a d+1)=(a1)(d+ &+ a+)=(a- ) a2 (a+1)+(a+1)=

=(a-9(a+ ])(a2 + 1):0:> Lasraices reales on a =1 y a, =-1

azl ., . .
Para { 4 1}: Rango M= Rango M'= 3= rf incég = Compatible Determinado
a —
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1 002
Para a = 1 la matriz ampliada®s=| -1 0 2 0|, que por tener la segunda co-
1 022
1 02
lumna todos sus elementos nulos, es equivalente a la miatsdz-1 2 0], cuyo ran-
1 22
go es el siguiente:

1 0 2

Rango M=RangoM'"=|-1 2 0(=4-4-4=-4#¥0 = RangoM'=3
1 2 2

Para a=1= Rango M#z Rango M'= Incompatilbe

1 -20 2
Para a = -1 la matriz ampliada®s=|-1 2 2 -2/, que por tener las dos ul-
-1 2 2 -2

1 -20 2
],cuyo rango es 2.

timas filas iguales, es equivalente a la mamfiz{ N, 5 o,

Para a=-1= RangoM= RangoM'= 2< 1P inc6g. = Compatible Indeterminado

Resolvemos en los casos de compatibilidad:

Resolviendo por la Regla de Cramer p%ar%f_ll}:

2 a-1 0 2 1 0

a-1 a*-a 2 (a-1)a-1 a 2
o 2a a-a a’+1|_ 2a a a’+1] 2g(a2+])+ 4a—4a—(a—1)(a2+1)_
~ (a-Ya+rdf’+y)  (a-Yardfa’+y (a+1fa® +1) i
:2a°’+2a—a3—a+a2+1:a‘°’+a2+a+1:1:X

(a+a’ +1) (a+fa® +1) —

1 2 0

-1 a-1 2
|a 2a a2+1_(a—j(aZ+])+4a—4a+2(a2+1)_a3+a—a2—1+2a2+2_
e Yar o +1) @+ a? +1 T a4y

_a’+a*+a+l_

(a+ e’ +1) —

<



1 a-1 2 1 1 2 1 1 2
-1 a?-a a-1| (a-1-1 a a-1| a-[-1 a a-1
a a-a 2a a a 2a|_ 11 2

Tl Yar o +) (a-Yarde? +1) | (ardaiel)

(El valor del determinante es cero por tener iguales las filas primera y tercera)

[x-2y=2
Resolvemos ahora para a = -1, en cuyo caso resulta el s Sterma :
- X+ 2y+2z=-2

. X=2+2A
Parametrizandg =4, resultas——— = z=0.
— - 2-2+20+2z2=-2 T
X=2+2A
Solucion {y=A1 , OAOR
z=0
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29) Halla la ecuacion general del plamoque equidista de los puntd¥2, 1, 3) y
Q(0, 3 -1) y es paralelo al plana =3x-y+z+1=0.

El haz de los infinitos planos paralelosi& 3x—y+2z+1=0 tiene por ecuacion
B=3x-y+z+D=0, uno de los cuales a8, que equidista de los punt®¥2, 1, 3) y
Q(0, 3 -1), o sea:dP, a)=d(Q, a).

a(p a)—| 3.2 1-1+1-3+D|_|6—1+3+D|_|8+D|_d(P 2)
' \/32 +(- 1) +2t VO+1+1 J11 '
40 a)_| 3-0- 1-3+1-(—1)+D|_|0—3+1+D|_|D—2|_d(Q 2)
' JF+(-1)? +1 Jo+1+1 J11 '
84| _|p-2| 3+D=D-2

dP, a)=d(Q, a) =

\/ﬁ = \/ﬁ ,,|8+D|:|D—2|2{

8+D=-D+2

De las dos posibilidades anteriores, la primera carece de sentido l6gico, po
cual, el valor del término independiente D e = 2-8=-6 ;; D=-3.

El plano pedidoesa=3x-y+z-3=0

*kkkkkkkkk



OPCION B

1 -2 1 -1]

. . |-2 2 -1 2

1°) Calcula el valor del determinante de la ma#iz ) 3 1 -2
3 -2 1 -2]

Sumando a la primera columna la ultima resulta:

0-21 -1
-2 1 -1
0 2 -1 2 : .
|Al= 0 -3 1 -o7| 2 "L 2] Sumando a la primera fila la segunga
-3 1 -2
1 -2 1 -2
0 0 1
2 -1
= |Al=] 2 -1 2= =2-3=-1=| A|
-3 1 —
-3 1 -2
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2°) Halla la ecuacién continua de la recta que pasa por el punto P(1, 0, 0) y corta «

recta3r=x;2:y_‘1:5 gz ) Xt2y+z-1=0
B 1 ys= 2 X— y—Z—3:O'

Un punto y un vector director de r sefe, 1, 0) y v, =(1, -1 2).

La expresion de la recta s por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

X+ 2y+z-1=0 X+2y=1-A4 X+2y=1-A4
S= = 7= = = bx=5+A ;;
2x-y-z2-3=0 2Xx—y=3+A| 4x-2y=6+24
x:1+£A
5
1 2 3 3
X=1+=A ;; 2x—-y=3+4 ;; y=2+—-A-3-A=-1-—A=y = s=y=-1--J
5 y y 5 5 y y 5

z=A

Un punto de la recta s e¥1, -1, 0) y un vector director es cualquiera que sea

linealmente dependiente del vecﬁr:(é, —g, 1), por ejemplo:v, =(1, -3, 5).

El punto P con los puntos A y B determina los siguientes vectores:

y=PA=A-P=(219-(100=(110=y,

—_—

u=PB=B-P=(1- 1 09-(1 0 0=(0 -1 0)=u,

El planoa que pasa por P y contiene a la recta r es el siguiente:

x-1 vy z
a(P, u,, VS)E 1 1 0|=03; 2( x—l)— z 7= 2y=0;;, 2x-2-22-2y=0 ;;
1 -12

a=x-y-z-1=0

El plano g que pasa por P y contiene a la recta s es el siguiente:

x-1 vy z
,[:’(P, I 75)5 0 -10/=0;-6x—)+z=0;;- X+5+z=0;; B=5x-2z-5=0
1 -35




La recta t pedida es la que determinan los plangsg:

t

Xx-y-z-1=0
5x-z-5=0
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OPCION C

2
[im X2 +2 \x Iim Y2x2 +x+5-2
y M= .
X -1 1-42x-1

1°) Halla los siguientes limites: = —_—
2-2senx

X -0

2
lim X2 +2 \x 0*+2 o L
- = = T = Indeterminaciéon =
2—-2senx 2—-2sen0

X0

x N

lim L( X2 +2 )f _ lim { (x2 + 21+ senx) )F :Xnino{(xzzzlz_)(;ﬁsi)nxq _

= L=
1-senx X-0 2(1— sen>)(1+ senx

_X—>O

2
lim (x2+2 1+senxJX_

x I'N

lim (x2 + 2)(1+ senx) _
X-0| 2 cos’ X

X0 2c0s X

x|

2 2 2
lim 242\x  lim (1+senx)x lim 2 lim (1+ senx)x

“x-0l 2 ‘x>0l cogx | x-0 2] x-0| cogx
x2 2
2 2 |2 '«

lim 2 \x 2 Iim 2\ 2
= 1+2 | =(1+0)0 =1° = Indeterminado = L, = 1+ =

X-0 2 X-0 2

| 2 2 ) lim

m X2 X
= (1 X—j =g =¢®=1=L,

X-0 2

2 , 2
[im (1+ senx)x lim 1 < Iim 1 x  lim 2
L, = — | = |1+ senx)| = . 1+ senx)x =
? xﬁo( coszx] xﬁo[coszx ( )} xao(cossz X - [ )
Il,m 1 senx-; lim 2 senx
=1 - [(1+ SenX)senx} =1.e° * =e’=L,
X -0
. [im n
( Setiene encuentaque Senx_ ]
X->0 X

. . 2 + X
Teniendo en cuenta lo anteriar= _xX*2 =1-e=¢?.
X - 0| 2-2senx



im %2x> +x+5-2
X -1 1-+v2x-1

M =

Para la resolucion de éste limite conviene recordar los siguientes productos n
bles:( & pa p= a- B yd- B=(a B +ab+b?).

_lim ¥/2x?+x+5-2 3/2+1+5-2 _%8-2 2-2 0

— = Indet =

“x-1 1-y2x-1  1-4J2-1 1-41 1-1 0

_, [im (WS )2[( Z+x+ b+ 2+x+ 95-2+12?]-(1+\/2x——1)=
x-1 (4 2 p| @+x+ B+(2+x+ §.2¢ 2| (1+v2x-1)

[(«/mg } 1+m)
[ (*/2—_“ [35+X+3 +4><2+2><+10+4J

lim

lim (2¢ +x+ 5 8)(1+ V 2x 1) ,_ lim (2¢ +x- 3)(1+ v 2x - 1)

-1(r 2+ )l(2x2+x+5) + 4% +2x+14J x-1 41 >312x2+x+5) + 4x? +2x+14]

lim (2+ Yx-Yrrvx=1) . dim (o+ Y1ryx-1)

x_>1_ :{x— jl.(2x2+x+3 + 4x° +2x+14J X-1- 4(2xz+x+3 + 4% +2x+14]

(2+dsv2-1) 52 5 5

~ H(2+ 1+ 9+ 42414 -2-(F+20) 64+20 _84

=M
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2°) Demuestra que la funcidne % - x ser(rx) tiene un maximo relativo en el interva-
lo (-1, 0) y un minimo relativo en el intervalo (0, 1). Menciona los resultados teéric
que utilices.

La funcion y { x= X - x ser(7x) es continua y derivable en su dominio, que

es el conjunto de los numeros reales, por ser la suma algebraica de tres funciones «
nuas y derivables en sus dominios, que también es R en cada uno de los casos.

Los valores de la funcién en los extremos del intervalo (-1, 0) son los siguiente:
f(9= 0- 0-sen0=0 ;; f(-)=(-2°-(-1)-sen-7)=-1+1-0=0
Teniendo en cuenta el teorema de Rolle, que dice: “si una funcion f(x) es col
nua en [a, b] y derivable en (a, b) y si se cumple que f(a) = f(b), existe al menos un v
X = c perteneciente al intervalo (a, b) tal que f'(c) = 0".
Teniendo en cuenta las derivas primera y segunda de la funcién, que son la:
guientes: y= f (x)= 82 - tmcodrr X ;; y= f(¥=6x 2rser(x), se cumple que la

segunda derivada es menor que cero para todos los valores de x pertenecientes al
valo (-1, 0) considerado, o sea:

f(c)=0,¢cO(-1 0 y f'(c)<0= La funcién tiene un maximo relativo en (-1, 0), c.q.d.
Aplicando los calculos anteriores al intervalo (0, 1) resulta:
f(p= & Gsen & 0;;f()=2-1-senr=1-1-0=0

f(9=10,¢cd(0, 2 y f"(c)>0= La funcién tiene un minimo relativo en (0, 1), c.q.d.
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OPCION D

1°) Demuestra que la funciof( x) = x* tiene un minimo relativo er=1.
€

. ., . ;. . 1 .. .
Si la funcion f(x) = x* tiene un minimo relativo para== tiene que cumplirse
(S

gue su primera derivada tiene que anularse para el valor dado de x:

=1 Lx+x-%=l+ Lx;; y= f(x)=x*(1+Lx)

f(3=y=x";; Ly=xLx ;;

< <

1

f'(g):&je -(1+ Laz c_%‘ 1+ L1- Le):% (1+ 0-1)=0='(3)

Para que exista un minimo relativo, el valor de la segunda derivada tiene que <
positivo para el valor dado de x:

()= (14 1) -+ Lo Lo {(1+ Lx)? ﬂ £(x)

R T R S R R SHI
e

o . . . 1
Enefecto la funcion § x tiene un minimo relativo para x==, cqd.
e
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2°) Se consideran las funciond$x) = x* - x> y g(x) = 2-2x2. Dibuja sus gréficas y
calcula el &rea de la regidén encerrada por ellas.

Los puntos de corte de las funciones se obtienen resolviendo el sistema que
man sus ecuaciones:

f(x)=x* - x2

() . 22}: X —xX=2-2x% 1 x*+x*-2=0:: ¥=za= a*+a-2=0
glx)=2-2x

x=1- A0 }

—_ — :l X2 :l—>
Q= 1+ V1+8 _-1+3 L N {xzz—l ~ B(-1 0)
2 2 a, =-2 e

x*=-1 - x0OR

La funcion f(x)= x* - x* es polindmica, par y que corta a los eje de abscisas ¢
los puntos A(1, 0), B(-1, 0) y O(0, 0).

Los maximos y minimos relativos dix) = x* - x* son los siguientes:

f(¥= 4¢ - = 2{2¢ -1)=0, cuyas raices SOR =0, x, :% y Xf‘%'

|ﬁ — ll_ﬁ — A_ 1 I —ﬁ ——Q
F1(X)=12¢ -2 = f '(2)—1‘ ( 2)—6 4>0 = Min. relativos para x= > y X= > .
f'(0=-2<0 = Max relativo para x=0
4 2
f(%): Q - @ :l—l:—l = Min P ﬁ, —l y Q —Q' —l (S|metria
2 2 4 2 4 2 4 2 4
Y4 El punto maximo es el origen de
HxX)= X' - coordenadas. (cortes con el eje de abs:

gx)=2-2¢ cisas).

La funcion g(x) = 2- 2x* es una
pardbola céncavén) cuyos puntos de
corte con el eje de abscisas son A(1,
0) y B(-1, 0), obtenidos en los puntos
de corte de las dos funciones. El punto
de corte con el eje de ordenadas es
para x = 0, que es C(0, 2).

Xy

La representacion grafica de la
situacion se refleja en el gréfico ad-
junto.




De la observacion de la representacion gréfica se deduce que la superficie lin

da por las dos funciones es la siguiente, teniendo en cuenta la simetria con respe
eje de ordenadas de las funciones:

s:z-f[g(x)— f(X)] dx= 2-}[(2—2%)—(%‘— 2 -dx=2-J1-(— X=X +2) - dx=

:w:ﬁ u2 =S
15 15

*kkkkkkkkk





