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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una opcion del Grupo 2.

GRUPO 1

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro

Xx—y-z=0
y resuélvelo en los casos en que sea compat bke:(a2 - a—1)y =-1
x(4d- a1 y+(a-2)z=1-a°

1 -1 -1 1 -1 -1 0
M=|1 a’-a-1 0 | M'=|1 a*-a-1 O -1
1 a-a-1 a-2 1 &-a-1 a-2 1-a°

Los rangos, en funcion del parametro a, de las matrices anteriores son:

1 -1 -1 1 0 0
IM|=|1 &-a-1 0 |=|1 &-a 1 |=
1 a&-a-1 a-2| |1 &-a a-1

a’-a 1

— —al. 1 1 —
a-a a—l_(az ? ‘1 a—l‘_

=(d-4 (a- + J=ala- J(a- I=0= 4=0; 8,=1;; a,=2

az0
Paraia#zl; = Rango M= RangoM'=3= rPincog = Compatible determinado

az?2
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1-1-120
Paraa=0 = M'=|1 -1 0 -1|={C,=-C} = RangoM'= {C, C,, C,} =

1-1-30
1-10 .
=11 0 —1:‘ ‘:—3+1:—2¢0:> RangoM'=3
1 -3 0
1-1-10
Paraa=1 = M'=|1 -1 0 -1|= {F,=F,} = RangoM'=2
1-1-10
1-1-10
Paraa=2 = M'={1 1 0 -1|= RangoM'=
11 0 -3
1 -1 0
={c.,c,Cc}=|1 1 -1|=-3 1+1-3=-4#0 = RangoM'=3
11 -3

Paraa=1= Rango M= RangoM'=2< rP incég = Compatible Indeterminado

Para {a—Z} = RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe

az0
Resolvemos para el caso 1+, compatible determinado, mediante la Regla
az?2
de Cramer:
0 -1 -1 0 0 -1
-1 a-a-1 0 -1 a-a-1 O -1 a-a-1
. 1-& &-a-1 a-2|_[1-& &-2a+l a-2 :_‘1—a2 (a-27 | _
da-1)a-2) da-1)a-2) da-1)(a-2)

_da-2atl+d-a-l-a‘+at+a® _-a‘+ a3+3a2—3a_—z{a3—a2—3a+3)_

) da-1a-2) - da-ga-2)  da-fa-2)

__a-a —3a+3:_(a—1)(a2 —3): 3-a° _
(a-1)(a-2) (a-1)(a-2) a-2




1 O -1 1 O 0
1 -1 0 1 -1 1 -1 1
1 1-a a-2|_|1 1-& a-1_|1-a&® a-1]_-a+l-1+a’_  ala-1) _ 1

Y da-0@-2)  da-0a-2) da-1@-2) da-1a-2) da-1a-2) a-2 °

1 -1 0 1 0 0
1 &-a-1 -1| |1 &-a -1| |a@a@-1) -1] [1 -1
oot @-a-11-2%| |1 &-a 1-a’ :‘e(a—l) 1-a’ :‘1 1-a%| _1-a®+1_
aa-1)(a-2) ada-1)(a-2) da-1)(a-2) a-2 a-2
:2—a2:Z
a-2

Resolvemos para el caso de a = 1: compatible indeterminado. El sistema res
Xx-y-z=0
. . X-y-z=0 . .
x-y=-1 , equivalente al sstemg ye-1 } Parametrizando una de las incognitas,
x-y-z=0

por ejemploy= 1, resulta:

—yv—7=0
e }:w 5 z=x—y=-1+A-A=-1=z
X—y=-
x=-1+A
Solucion paraa=1= y=4 0A0d

z=-1
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2°) Halla la ecuacion del plarm que pasa por el punto P(3, -1, 4) y es paralelo a la

5x- y+3&Z-4=0 xtl y-2 z+2
rectasr, = yr,= = = :
' S| 2 -3

2x—-y+z-1=0

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

5x— y+3&-4=0 5x—y=4-3/
r = Y = 2=4A = Y :»&:3—2%;x:1—2A
2x-y+z-1=0 —-2x+y=-1+A1 3
le—g/]
3
4 1 1
=X-1+A=2-—A-1+A=1--A=y = r=y=1--A1
y 3 3 y 1=1Y 3
z=A

Los vectores directores de las rectas gon(2, 1, -3) y v, =(1, 2, -3).

La ecuacion general del plamoes:

x-3 y+1l z-4
AP v, v)s 2 1 -3|=0:
1 2 -3

- @ Br bz ¥ 8y+ 1-(z- 4+ dx-J+dy+1)=0 ;;
G- B+ By+ I+ 82-4=0 ;; x-3+ y+1+2-4=0 ;;

T= X+ y+z-6=0
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OPCION B

. 1 2 . , :
1°) Dada la matrle:(1 J, halla su inversa y Usala para encontrar la matriz X qu

cumple A- X - A=4

) .. 1 2 ) ,
Vamos a determinar la matriz inversa de- [1 J mediante el Método de

Gauss-Jordan:
1 1/0 1 0 -1/-1 1

1 0|-12 1 0/-1 2 R Bl
= :>{F2H—F2}:> = A =
0 -1/-1 1 0O 11 - 1 -

Aplicando propiedades del producto de matrices a la expresion A - X ,, Are |
concreto, multiplicando por la izquierda y por la derecha por A

O N B RS B A M B TR B

ACA X CAAT= AN LAY L X L= ANAT = X=AT

o aa (-1 2) (-1 2\ (w2 -2-2) (3 -4
X= A2= AT A= - = = =X
1 -1) (1 -1) \-1-1 2+1) (-2 3
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2°) Dados los puntos P(4, 2, 1) y Q(3, 3, 1), encuentra los dos puntd®,Rlel plano
n=x-y-2z+3=0 tales que PQRy PQR son triangulos equilateros.

Existen diversas formas de resolver este ejercicio. Vamos a utilizar una, tal
no la mas escueta, pero si lo suficientemente descriptiva para comprender los suce
pasos que vallamos dando, ademas acompafado de un grafico aproximado de la
cion.

El lugar geométrico de los puntos del espacio que equidistan de los puntos Py
determinan el plana;, perpendicular al segmenf®R que pasa por su punto medio. El
plano 7z, puede obtenerse de varias formas, por ejemplo considerando el punto gené
del espacio A(X, Vy, z), tal QUBA=QA:

Pl 4+ (-2 + (21

= JOe (- 2F (2 =l F 4 (- (-2

QA= (%= +(y-3 +(z-1)

(e 4 (o F (=0 F -9+ 5

X— 8¢ 16 V- 4 & X— 6+ HF Y- 6y+9 ;; X-2y-2=0 = ;,=x-y-1=0

, Cuya ex-

: . x—y-2z+3=0
La recta r es la interseccion de los planog 7, : r { Y

x-y-1=0
presion por unas ecuaciones paramétricas puede obtenerse haciendo



r {x—y—22+3=0 x—22:—3+/]} - Z=X+3F A=W+ A+3-1=4;, z=2

=
x-y-1=0 x=1+A
x=1+A

r={y=A . Un punto genérico de r es de la forr{a+ 1, 4, 2).
z=2

Como tiene que sePR= QR=PQ:

PQ=y( 3 ¥i+(3 ¥+(x ¥ =J-¥+(¥+0 =V1r1=/2 unid=PQ

PR=\(b A~ 4+ (-8 + 21 =0~ F+0 -+ =42
= b+ 91— A+ 4 £ 2 2°-10+12=0 ;; *-51+6=0 :;

A=3= R(432)
_ 51\/25—24_51\/1_511: -
2 2 2

A

A=2= R(322)
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GRUPO 2
OPCION C
_ im Jx+1-+4/x-1 lim L./ 1-cosx
Yy z | (1-cosx)

li
1°) Calcula los siguientes limites:
) 9 X - +00 A[x+2—-~/x-2

Ind. = Multiplicando y dividiendo por las conjugadas

00 — 00

lim  Jx+1-+/x-1 _
X - 100 /X+2-4/X-2

del numerador y denominador, resulta
(Ve 1=+ %= 2y e 1+ x= Ly x+ 2+ Vx=2) _

00 — 00

lim  Jx+1-yx-1 _ lim |
X » +0 x+2-1/x=2 X — +oo (\/ X+ 2=+ %= 2)(\/x+1+\/x 1x\/x+2+\/x 2)

im [ - (- Jxr2+vx=2)_ lim  (xr -x+ Yxr2+vx—2)
X +0o [(x+ 2= (x= Wx+1+4/x=1) X = +o0 (x+ 2- x+ 2J/x+1+/x-1)

(DIVIdIendO numerador ydenaomin ador por \/_)

= X o 4o (\/xT Fj X — +00 (\/:Jr\/TJ 2(1+0+ )44

_1 lim (1-cosx) _
2 X-7% L(l—cosx)

_lim (\/xT2+\/x—)
"X o 400 4(\/E+\/ﬁ)

(1 CcosXx) 1
; .

lim L. 1- COSX _

X-Z L(l cosx) X—»g L(l cosx)
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2°) Halla el maximo relativo, el minimo relativo y la asintota oblicua de la funcié
2
+ —_
f(X): X 2X 2
x=1

Existe un maximo relativo para los valores reales de x que anulan la primera d
vada y hacen negativa la segunda derivada y, existe un minimo relativo para los val
reales de x que anulan la primera derivada y hacen positiva la segunda derivada.

o0 =2 A J-(+ 2-21_ 20~ 2 2= -x+2_ K -2x_ xx-2) _ £(x)

(x-1 (x-2y (-1 (-1

x(x - 2)

(x-2y
f"(x)=( 2 Yx- ¥-(¢- ) -Ax-19) 1_(2x- 2)(x-1)-(x* -2x)

(x-1)° (x-1)°

f(x)=0 = =0;X{x-2=0= x=0;;x=2

_ 22X - 2= 2x4 2= 4 2% _ X = 2X+2 £ (x)
(x-1f (x-1)

2 _
f”(x)=m = "(0)= 2 _=-2<0 = Maximo relativo para x=0

(-2

f(0)=:—i:2 = Méaximo relativo: P(0, 2)

=2>0 = Minimo relativo para x=2

_4+4-2
(@)==

f =6 = Minimo relativo: Q(2, 6)

Las asintotas oblicuas son de la forma y = mx + n, siendo:

lim f(x) lim > +2x-2 lim > +2x-2
m= —\ /= - = = ___?r____.:];:rn
Xo0 X X-o0o xXx-1) x-0 X=X

[im lim (x®+2x-2 lim Y +2x—-2-x?+X lim 3x-2
n= [ (X -mx = e = =3=n
X —» 00 X —» 00 x-1 X — 00 x-1 X >0 X-1
., _x2+2x—2 . . . _
La funcién f(x)=>—="—< tiene coma asintota oblicua la rectay = x + 3.

x-=1
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OPCION D

1°) Dada la funcion f x)= x -co{ng, demuestra que existed(1, 2) al que

f'(@)=-2. Menciona los resultados tedricos que utilices.

Para resolver este ejercicio tenemos que aplicar el Teorema del Valor Medio c
Lagrange, que dice:
Si f es una funcién continua en [a, b] y derivable en (a, b), entonces existe al |

nos un puntard(a, b) que cumple:f'(a):%.
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2°) Halla los puntos en que se cortan las funciofe$= x* -3x y g(x)=2x* y calcula
el area de la regién del plano encerrada entre sus graficas.

Los puntos de corte de las funciones son los siguientes

f(x)= x> -3x
= X-3=2X% ;1 Xx-2¢-3=0:;
o(x)=2x?

- 2- 3= 0 ;;x=0- 0(0,0 ;; ¥*-x-3=0

_2tJ4+12  2+416 _2+4 N
2 2 2

La representacion gréafica, aproximada, de la situaciol
se puede observar en el grafico.

Teniendo en cuenta las ordenadas de las funciones, q
para valores de x negativos son mayores los de f(x) y pal
valores positivos de x son mayores los de g(x), el valor de |
‘ superficie pedida es:

ST (% (ke ol @) (F ax [l - 3k 22] oo [l22- (-39 o=

4 3 2 4 3 2 4
_1g+30.82.2 Lo o 41 2 ., 41 2_198-123-4_198-127 7_1uz <
2 4 3 2 3 2 3 6 6
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