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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Responde a una opcién del Grupo 1y a una opcion del Grupo 2.
GRUPO 1

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
x+ y—az=0

y resuélvelo en los casos en que es compatiblex ay+ az=2a+1
X+ y+ (ai3 - Za)z:a—l

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 1 -a 1 1 -a 0
M=|-1 a a o M'=] -1 a a 2a+1].
1 1 a*-2a 1 1 a*-2a a-1

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

1 1 -a 1 1 -1
IM|=|-1a a |=a:|-1a 1 |=a -[a(a2—3+1+1+a—1+(a2—2)]:
1 1 a’-2a 1 1 a*-2

= qd-2ar arl+ &-2)=da’+a’-a-1J=0= a =0
; )= =0 = a,=0

Resolviendo por Ruffini la ecuaciéa’ + a°> -a-1=0, se obtienen las raices si-
guientes:a, =a,=-1 vy a, =1.

azo0
Paraia# -1 = Rango M= RangoM'= 3= rf incog = Compatible determinado
azl
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1 10 O 1 1 0
Paraa=0 = M'=|-1 0 0 1| = Equivalea M'=|-1 0 1| = RangoM' =

1 10 -1 1 1 -1
1 1 0
= /-1 0 1{=11-1=-1#0 = RangoM'=3
1 1 -1

Paraa=0—= RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilte

1 1 1
M=|-1 -1 -1| = {C,=C,=C,} = RangoM =1
1 1 1
Para a=-1 =
1 1 1 0
M'=|-1 -1 -1 -1| = {C,=C,=C,} = RangoM'=2
1 1 1 -2

Paraa=-1= RangoM =1 ;; RangoM '=2 = Incompatilbe

11-10
Paraa=1 = M'=[-11 1 3| = {F,=F,} = RangoM'=2
11-10

Paraa=1= Rango M= RangoM'= 2< rf inc6g = Compatible Indeterminado

az0
Resolvemos para el caso {de#1 ;, compatible determinado, mediante la Regla
az-1
de Cramer:
0 1 -a 0 1 -1
2a+1 a a a-|2a+1 a 1
. a-1 1 a’-2a _ a-1 1 a*-2 :(a— 1-(2at+ 3+ e(a—])—(2a+1)(a2—2):
da’ +a’ -a-1) da-1a+1)’ (a-2fa+1y

_al1-2al1+d-a-(2a-4a+a’-2)_ & -2a-2-2a°-a’+4a+2_ -2a’+2a _

(a-1)(a+1)? (a-1)(a+1)? (a-a+1?

_ - Za(a2 —1) _- 2a(a+1)(a-1) _ —2a _
(a-1)a+1)?® (a-1a+1?® (a+1)




1 0 -a 1 0 -1

-1 2a+1 a a-[-1 2a+1 1
y= 1 a-1 a3—2a: 1 a-1 a*-2 :(2a+ j(a2—3+(a—])+(2a+l)—(a—1):
da’ +a’ -a-1) da-1a+1)’ (a-a+1)’
_2d-4a+d -2+a-1+2a+l-a+l_2a°+a’-2a-1_(a-Ja+1(2a+1) _2a+1_
(a-a+1)’ (a-1(a+1)° (a-Ya+1)*  a+1 °
1 1 0
-1 a 2a+1
- 1 1 a-1 za(a— Z)+(2a+])—(2a+1)+(a—1): a’—a+a-1_ a’-1  _
da’+a’ -a-1 da-1a+1)’ da-1a+1)’ da-1(a+1)
_ (a+l)a-1) _ 1

V4

“da-ar1) da+l)

Resolvemos para el caso de a = 1: compatible indeterminado. El sistema res

x+y-z=0
. . X+ y-— z=0
- x+ y+z=3, equivalente al sistema :
- X+ y+z=3
X+ y-z=0

Parametrizando una de las incognitas, por ejemplb, resulta:

X+v=A
’ = 2y:3" y:§ ’ X:A—yzﬂ—§:—§+/]zx
Txty=3-4 \W 2 2 " "
x=-24+)
2
Solucién para a=1 = y= 0A0

>~ Nlw

N
I
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x+2:y—1:z+2
-2
les con los puntos P(1, 3, -2) y Q(3, 1, 0).

2°) Encuentra el punto de la recta que forma un triangulo isosce-

Este problema, en teoria, tiene varias interpretaciones, dependiendo de las di
cias de los puntos Py Q ar y de la distancia entra P y Q.

La distancia entre los puntos es:

PQ=y( 3 E+(x F+(0r F =2+ 2+ 2 =412=PQ

La distancia de un punto P a la recta r se determina del modo siguiente:

X=-2+A
La recta r por unas ecuaciones paramétricasseg=1-21 y un punto genérico
z=-2+/

de la misma es\(- 2+ 4, 1- 21, -2+ A).

—

Un punto y un vector directorde rsm{(- 2,1, -2) y v =(1 -2, 2).

Teniendo en cuenta qué=d ‘V‘ y que
también puede ses:‘VDW", se deduce que la

o |V OMP|
distancia esd(N, r):‘T :
V]

MP=P-M=(13- 2-(-21-23=(3 2 0=MP

i j Kk
AN 3 2 0
MPDV‘ 1 -2 1| |2-&-%-3j| |4-3j-8| J22+32+8
d(P'r = — = - - = = = =
‘v‘ JE+(-2? +12 V6 V6 V6

:—W:E:\/ms: d(P, r)>PQ

La distancia del punto Q a la recta r es la siguiente:

Teniendo en cuenta qué=d ‘V‘ y que también puede sa:‘v DWj‘, se



‘T/DM—Q‘
v

MQ=Q-M=(319-(- 2 1-23=(50 2)=MQ

deduce que la distancia efQ, r)=

i)k
s 0 2
i r):‘MQDV‘: 1 -2 1] _|3-1&+4-5)| |4-3j-10k &+ 107 _
| ‘V‘ VI +(-2)? +12 V6 J6 J6

J16+ 9+100 _ [125 —
= =J2m3=d =
= (Q r)>PQ

La Unica solucién posible es qua= QA

PA\/ 2 A- :)2 1—2/]—3)+(—2+/]+2)2:\/(/]_3)2_,_(_2/1_2)24_/]2:

=JA2 - @+ O A%+ 81+ 4+ A2 =612 + 21 +13= PA

QA= 2= F (- 2=+ (2010 =Ji-5 +(-21F +(1-2) =

=2 — 1001+ 25+ 412 + )2 — @ + 4=/ 612 - 141 +29=QA

PQ=PA = A8+ A2 18/ B- W+ 29 2+ 13-14+ 29 ;;161=16 ;; 1=1

El punto de la recta es A(-1, -1, -1).
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OPCION B

1°) Dada la matrizA= (2 B 7} , calcula Ry A%,

, 2 -7\ (2 -7\ (47 -14+21) (-3 7\

A=A A= . = = =A
1 -3 1 -3 2-3 -7+9 -1 2

. -3 7\ (2 -7\ (-6+7 21-21) (1 O ,

A=A . A= . = = =] =A
-1 2 1 -3 -2+2 7-6 01

Teniendo en cuenta qué A I, la potencia n-ésima de A es equivalente a la po
tencia de A cuyo exponente es el resto de la division de n entre tres.

En general: A=A’ = n|3.
C

©

En el caso que nos ocupa es> 59 % = A¥=A?
Z

A = A2 = -3 7
-1 2
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2°) Halla la ecuacion continua de la recta r que es perpendicular comun a las re

| x+3y-z+8=0 _X_y+2 z-5
= _ yrnE-=""—"=—-".
X+ 4y-22+12=0 1 1 -2

La expresion de la rectapor unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

x+3y-z+8=0 X+3y=-8+A1 -x-3y=8-41
r, = = z2=A = = y=—4+] ;;
X+ dy- 22+12=0 X+ dy=-12+2A X+ dy=-12+2A E—
X=4-21
X=—81- 3/:—8—{—A+12—3/]:4—2/]:X = = y:_4+A
z=A

El procedimiento para hallar la ecuacion de la recta r se refleja en el grafico
guiente.

1.- Determinamos los puntesir, y BOr,: A(4,-4,0)y B(0, -2, 5).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas{- 2,1 1) y v, =(1 1 -2).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular ay y v,, que es cualquier vector que sea
linealmente dependiente del producto vectoriahde v,

w=v,Ov,=[-2 1 1|=-A+j-2k-k-i-4j=-3-3j-3k = w=(1 1 1).

4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:



Xx-4 y+4 z

771(A Vi, Wl -2 1 1=O;;(X_4)+(y+4)—22—Z—(X—4)+iy+4)=0;;
1 1 1

$y+4-32=0;; y+4-2=0 = m=y-z+4=0

X y+2 z-5
mle v W=t 1 2= 05k dy 9e(z 9 (- 9r 2x-(y-2)=0 &
1 1 1

&—iy+3=0;;w{y+$20::lgzx—y—Z:O

La recta r pedida es la que determinan los planog 7,: r s{i’:f: ;ig.

La expresion continua de r se obtiene de la siguiente forma:

X=2+A
y-z+4=0
r= = Y=A ;; X=2+A;;, z=4+) = r=y=4
Xx-y-2=0 —

z=4+ /1

r= =%=Zl4 otambién r= x-2=y=z-4
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GRUPQO 2
OPCION C

. . - dx dx
1°) Halla las integrales indefinidag; =(——— e |, =|———.
) 9 ! J‘x2—2x—3 J'x2—2x+2

_ dx x> =2%-3=0;; x= 2Varlz_2r4_.,, X, =-1;; x,=3
i S “

X2 —2x-3

¥ - 2x-3=(x+1)(x-3)

_ dx _ dx _ A B dx "
= Il_J.Xz_2X_3_J-(X+])(X—3)_J.(X+l+X—3j.dx_ Ix+1 BJ- ™)

1 A , B _ Ac3A+Bx+B_(A+ Bjx+(-3A+B) A+B:0}

=
X2 — 2X — 3 Xx+1 x- 3 x> —2x-3 x> —2x-3 -3A+B=1

A+B=0
= 4A=-1;, A=-

., B SN Sustituyendo éstos valores en (*):
3A-B=-1 4

1
4

X—3
X+1

_ .[ 1 dx +C:|1

= Ly x-3)- L x+1]+c =1L
x+1 47 x— 3 4 4

IZZJL = {X* - 2%+2=0 ;; x=2EY478 Rl o I2:j¢:
X2 = 2x+2 2 X* = 2X+1+1

d Xx—-1=t dt
:IWXZH = {dx:dt} = I2=jt2+1: arctag t+ C= arctag(x—l)+C=I2
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2°) Demuestra que la funciér{ 3= L1+ xsenx) tiene un maximo relativo en el interva-

T . ;. -
lo (E’ nj. Menciona los resultados tedricos que utilices.

La condicion necesaria para que una funcién tenga un extremo relativo en
Senx+ XCos X

unto es gue su derivada se anule para ese punto=
p q P punso 1+ 3senx

La funcion f(x) es continua en su dominio, que es R, por lo cual es continug
derivable en cualquier intervalo considerado, por lo cual le es aplicable el Teoreme
Bolzano, que dice que: “si una funcién f es continua en un intervalo cerrado [a, b] y
los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces existe al menos un
cO(a b) tal que f(c)=0".

senx+ XCos X

Aplicando el Teorema de Bolzano a la funcifix) = en el interva-
1+ xsenx
lo (7—7, ﬂj:
2
o4 n i + T,
f-(%r):senz 3 c052:1 3 0= 1_ 2 >0
1+ 7 -sen% +5-1 5% 2+
, senx+ XCcos X
f'(x) =
1+ xsenx
, sensr+ 7 -cost_ O+ -(-1) _-nm
f (]1) = = = =—-71<0
1+m-senrm +m7-0 1

Lo anterior demuestra que la funcion f(x) tiene un extremo relativo en el interve

(%T nj. Considerando la continuidad de la funcion y teniendo en cuenta que la deri

da es positiva par&=g (funcién creciente) y negativa paxa n (funcién decrecien-

te), necesariamente la funcion f(x)

Tiene unmaximo relativo en el intervalo (g, 77), c.q.d.
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OPCION D

1°) Demuestra que la derivada de la funcicﬁn):\/ser(g 3) se anula en algun

punto del interval{o, gj Menciona los resultados tedricos que utilices.

f( 32\/5@{% -Bse”xj =/senu=+z

_u'-cosu

2,/senu -

f'(x):zi\/l; = z senu ;; z=u'-cosu = f'(x)

= u:g-:%se”x 0 L= br- L4+ senx -L3 ;; Y- O- O+ L 3:cosx ;;
4 u

L
usu -L 3-cosx:77: L 3-cosx:ﬂT3 -3*™ .cosx=U'

Z=u'-cosu= ”—L?’ 3™ .cosx| -co 7—7-33‘*”X :ﬂ—L?’ - 3™ .cosx -co 7—7-339’“ =7
4 4 4 4

La funcion f'(x) es continua en R, por consiguiente le es aplicable el Teorema
Bolzano en cualquier intervalo considerado.

El Teorema de Bolzano dice que: “si una funcion f es continua en un intervalo

rrado [a, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces exis
menos un valocO(a, b) tal que f(c)=0".

Aplicando el Teorema del Bolzano a la funcion f'(x) en el inter{ajogj:

mol 3.9 -cosO-co{ZGse“Oj 7 L 3-8 -1-co{Z-3°j T L 3-cos’t

f'(0)= =

= 4 =
8 ser(”-:%senoj 8 ser(ﬂ-3°j 8./sen’””
4 4 Vs




LS g 32 L322 L3,
= = = = =1(0)>0
o [V2 6. 32 1842 842
2 V2

m ol 3.3 .cosr -cos(Z-:%se”gj 7 L 3.8.0-c0s2" i
' 4
f 2
sen? 37
8 ser(ﬂ-:% Zj 8 ser(”-?&j 8./sen—
4 4 4

., : lim
La expresionf'(z)=0" debe interpretarse que '(n

2

debemos concluir que la funcion f'(x) cumple los requisitos del Teorema de Bolzano

) f'(x)=0 <0, con lo que

el intervalo(o, gj y en consecuencia:

La funcioi ) x seanula almenosunavezen el intervalo (O, g), c.g.d.
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2°) Sabemos que las funcionés) = - x> y ¢ )= senx se cortan sélo en dos puntos.

Encuentra esos dos puntos y calcula el area de la region del plano encerrada ent
gréficas de f(x) y g(x).

Los puntos de corte de las funciones se hallan de la igualacién de sus ecuaciol

()% (gx> m x > senx;; X-mx senx=0 = x =0;; X, =77.

Los puntos de corte de las funciones son O(0, &)y 0).

El punto maximo de la parabola concdua (¥ =x-x? es el siguiente:

2
f'(x)=m-2x=0 ;; x=7—27D157 " f(ﬂ):ﬂ-z—(zj = 0 247= B( 157, 247).

2 2
La representacion gréfica, aproximada, de la situacion es la siguiente:

A\(
B f(x) = mx — x2

\

Xy

Como puede observarse, todas las ordenadas correspondientes a la funciér

son iguales o mayores que las correspondientes ordenadas de la funcién g(x) en el
valo correspondiente al area a calcular.

0

:#ﬂ[ (= (dx d:XI[(]T—XZ)<— sen]X- dFI(ITX— f(—senx)-dx:{m?z_%3+cosx}n:

:(ﬂ_i+COS7TJ‘(COSO)=£—£—1—1: §r-2r-12_m-12  3101-12
3 2 6 6 6

N
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