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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro

(a+t1)x+ y+z=-1
y resuélvelo en los casos en que es compatiglea— 1) x- 2z =2
y+(& - a-1)z=-a+2

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a+1 1 1 a+1 1 1 1
M=|-a-1 0 -2 o M'=|-a-1 0 -2 2
0 1 a-a-1 0 1 &-a-1 -a+2

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
a+1l 1 1
IM|=|-a-1 0 -2 |=-awdqa+t)-(-a-1a-a-1)=
0 1 a-a-1

=—a t 2a 2(a )Y4d- a1=(a J+(a+ Y& - a-1=(a+1+a*-a-1)=

=ada+)a-1=0= a=0;;a=-1;; a,=1.

az0
Para<a# -1} = Rango M= RangoM'= 3= rf incog = Compatible determinado

azl
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11 1 1
Paraa=0 = M'=|-1 0 -2 2| = RangoM' = {C, C,, C,} =

0O 1 -1 2
1 11
= |-1 0 2/=-1-2+2=1#0 = RangoM'=3.
0O 1 2
01 1 1
Paraa=-1= M'=|0 0 -2 2| = RangoM' = {C,, C, C} =
01 1 3
1 1 1
= |0 -2 2|=-6t+2+2-2=-4#0 = RangoM'=3.
1 1 3
a=0 _
Para {a- 1}: RangoM =2 ;; RangoM'=3 = Incompatilbe
2 1 1 1
Paraa=1= M'=|-2 0 -2 2| = RangoM' = {C,=C,+C} =
0 1 -1 1
2 1 1
={c,C,C}=|-2 0 -2/=-2+4-2=0 = RangoM'=2.
0O 1 -1
Paraa=1= Rango M= RangoM'= 2< rP incég = Compatible Indeterminado
az0
Resolvemos para el caso {de#1 ;, compatible determinado, mediante la Regla
az-1
de Cramer:
-1 1 1
2 0 -2
olma*2 1 a@-a-1]_ 2-4-a+)-2-2Aa’-a-1)_ 2a-4-22+2a+2 _
aa+1)a-1) aa+1)a-1) da+1)a-1)

-2at+4a-2 _-Aa’-2a+1)_ -2a-1) _—2(a—1):X

T darla-1)  dardfa-) darla-1) afarl)




a+1 -1 1

-a-1 2 -2
| 0 -a+2 &-a-1]
S G o
_ba Ya-a J+(-a Y-ar I+ dari-arJ+(-a-1a’-a-1)
da+1fa-1)
_(d-a X2+ 2 a-J+(-a+ Y-a-1+2a+2) _(&-a-Ya+tD)+(-a+2)a+1) _
da+a-1) Ao+ a-1)
_(a+ )& -a-1-a+2) _ (a2 -2a+1) _(a-1f _a-1_ V.
aa+1a-1) aa-1) aa-1) _a
a+l 1 -1
-a-10 2
L 0 1 -a+2|_ -(-a-j-darD)-(-a-)-a+2)_
da+1fa-1) aa+1a-1)
_(at)-qa+)+(a+1)(-a+2)_(a+I1-2-a+2)_ 1-a _-1_ ,
da+a-1 da+a-]) da-1) a
Resolvemos para el caso de a = 1: compatible indeterminado. El sistema res
2xt+y+z=-1 2xt+y+z=-1
- 2x—-2z=2 ,equivalente al sistema x+z=-1;}.
y—-z=1 y-z=1

Despreciando una de las ecuaciones, por ejemplo la primera, y parametriza
una de las incégnitas, por ejemple 4, resulta:

x=-1-A
Solucion para a=1 = Jy=1+4 ; OAOR
z=A
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta s que esta contenida en el plano dad
Su ecuacion general= x-2y+z-4=0 y corta perpendicularmente a la recta dada po

X-y-z+1=0

ecuaciones implicitas= :
3x-y+z-3=0

El punto de interseccion del planoy la recta r es la solucién del sistema que
forman:

X—2y+z=4
2Xx—3y=3| —-2x+3y=-3

x-y-z=-1 = y=-2;;y=-1;; 2x-y=1;;
4x—-2y =2 2x-y=1 —

3x-y+z=3

2+ £ 1=> x 0;; % 2yt z= 4 ;;z= 4 x+ ¥=4-0-2=2=z = P(0, -1, 2).

Un vector director de la recta r puede ser cualquier vector que sea linealmente
pendiente del vector que se obtiene al multiplicar vectorialmente los vectores norm:

de los planos que la determinan, que sp (1, -1, -1) y n, =(3 -1, 1).
i ik
v=nOn =|1 -1 -1|=-4-3j-k+&-i-j=-2-4+%k=(-2 -4 2).
3 -1 1

Podemos tomar como vector director de r al veeter(1, 2, -1).

El haz de planos perpendiculares a r tiene por expresiomn2y-z+D =0.

De los infinitos planos del haz anterior, el plahque contiene a P(0, -1, 2) es el
que satisface su ecuacion:

a=x+2y-z+D=0
P(0, -1, 2)

}:> 0-22+D=0;;D=4= m'= x+2y-z+4=0.

X=2y+z-4=0

. Su
X+ 2y-z+4=0

La recta s pedida es la interseccion de los planos’: ss{
expresion por unas ecuaciones continuas es:

X=2y+z-4=0 -
{ y Xx=0;; y=A ;;, z=4+210 = szé(:—y:Z—A'.

f—
X+2y-z+4=0 E— -2
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3°) Calcula los limites: a 2(“m %SGZHX). b) fim («/x2 +1-+/ X —x).
-3 (x-3) X - 4o

a)
lim  cos(7 senx) _ cos(3sen) _ cos%
X~ % (x=g)f (3-2F 0

:% = Indet = {L'Hopital} =

- lim (-2 cos k ser(%’senx):_ﬂ_ lim cos x ser(#gsenx):

X-Z 2(x—g) 4 X-7% X=Z

=TT 0% S sert sen) =77 00seny . 0 ndet = {L'Hopital} =
4 =3 4 0 0

T lim [— senx sef? senx)]+ COx [P cos< -cos(Z senx)]

4 X7 -z

% {- sed- sefzsenz)]+ cog [z cost -cos(gseng)]}:% (-Z -senz+0)=-

“Mu

b)
lim (sz +1—\/X2—X):oo—oo = Indet. =
X — +00
lim (\/)5+1—\/)€— XJXZ+1+¢X2-X): lim x2+1—(\/x2—x)zz
X - Fo0 VR +1++% - x X > 400 38 +1+4/X - X
lim ¥ +1-(x-x) _ lim ¥ +1-x+x _ lim x+1

Xt @ rgahEox X0 @114y iE—x Xt [ 414/ xe—x

x+1 1 1
lim < lim 1+ _ lim I+ _
x_,+oo - x_>+oo 2 2 _ X — +oo
VX +1++/X¢ = x x*+1, [X =X \/1+12+\/1_X2
X X X X X

1+0 1

1
«/1+ 0++/1- l+1 2
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4°) Dada la funcion f(X) =/ L(3* + x)+ L(x? - 10¢+20) demuestra que existe un valor

a (1 2) tal que f'(a)=0. Menciona los resultados tedricos empleados y justifica s
uso.

Vamos a aplicar el teorema de Rolle, que se puede enunciar diciendo:

Si f(x) es una funcién continua en el intervalo [a, b] y derivable en (a, b) y si
cumple que f(a) = f(b), existe al menos un pucida, b) tal que f'(c) = 0.

La funcion f(x) =4 L(3*+ x)+ L(x* - 10¢+ 20 es continua en el intervalo [1, 2] y
derivable en el intervalo (1, 2), por lo cual le es aplicable el teorema de Rolle.

f()EJL( B3 iL(21- 160 20=/L 4+ L11=/L 44

f( )= L3 pL(2- 10-2- 20/L11+ L 4= /L 44

La funcién { ¥ tieneun valor ad(1, 2) tal que f(@=0, c g d.
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OPCION B

. 1 -1 2 1 .
1°) Dadas las matrices= (_1 j y B= (1 OJ’ encuentra la matriz X que cumple

2
1 3
que A- X -B= .
0 -1

Multiplicando enA- X - B= (; _BJ por la izquierda por Ay por la derecha por
B, resulta:

1 3 1 3
A -A-X-B-B*:A‘l-(0 J -B™ ;;I-X-I:A‘1-£O J.B'l "

x=at.[t 3].g.
0 -1

Hallamos las matrices inversas de Ay B aplicando el método de Gauss-Jordar

-1 2|01 0O 111

1 0(2 1 4 (21
= = A" = .
01|11 11

(B/I):(Z 1‘1 Oj:{FIHFZ}:{l 0‘0 1]:{F2_>F2—2F1}:>

(A/I):[l _1‘1 OJ:{FZ—»F2+F1}:>(1 _1‘1 OJ:{Fl—»F1+F2}:>

1 0(01 2110

1 0|0 1 a 0 1
= = B = .
0 1/1 -2 1 -2

Sustituyendo los valores obtenidos deéyAB™ en la expresion de X:
. (1 3J . (2 1] (1 3J (o 1J (2+o 6—1J (o 1)
X :‘A . .B = . . = . =
0 -1 110 -1) (1 -2) (1#0 3-1) (1 -2
_(2 5 (0 1)_(0+5 2-10)_(5 -8)_
1 2) 1 -2) lo+2 1-4)7 (2 -3)7 7
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta t que pasa por el punto P(1, 1, 1) y co
X+ y+z-1=0 X_y-2_z+1

las rectag = ys=—=2 2=-2"2
2x+2y+z=0 2 1 1

En primer lugar estudiamos la posicion relativa de las rectas r y s, para lo ct
expresamos la recta r por unas ecuaciones parametricas:

+y+z-1=0 +z=1-A| -y-z=-1+]
r = Xryre = X=A = y y = y=-1-4;;
2x+2y+z=0 - 2y+z=-2A 2y+z=-21 —
X=A
y+z=1-A ;;z2=1-A-y=1-A+1+A=2=7z2 = r=y=-1-4, OA0OR.
z=2

Los vectores directores de las rectas spr=(1, -1, 0) y v, =(2 1, 1), que son
linealmente independientes, lo que significa que las rectas r y s se cortan 0 se crt
Para diferenciar el caso determinamos un veatogue tenga como origen un punto de
r, por ejemplo A(O, -1, 2), y como extremo un punto de s, por ejemplo B(O, 2, -1):

‘w=AB=B-A=( 0, 2-)1-(0-1 9=(0, 3 -3).

Segun que los vectore{S/—R, v, W} sean linealmente independientes o no las
rectas se cruzan o se cortan, respectivamente.

Los vectore.JtTR', ., W} son linealmente independientes cuando su rango es <

1 -1 0
. —_ .\ . .
Rango{VR, Vs, W}: 2 1 1|=-336=-12#0 = Rango|{V;, Vs, W}:3.
0O 3 -3

Lo anterior indica que las rectas r y s se cortan.

Ahora vamos a determinar dos planosnt’ que contengan al punto P y a las rec-
tas ry s, respectivamente.

Los puntos A0, -1, 2) y P(1, 1, 1) determinan el veatos AP=(1, 2, -1).
X y+l1l z-2

”(A TR’ ﬁ)E 1 -1 0 |=0;; x+ 12—2)+(Z— 2)+(y+1):O -
1 2 -1



x+ 8z— 2+(y+1=0;; x+ Z-6+y+1=0 = 7= x+ y+ XZ-5=0.

Los puntos B(0, 2, -1) y P(1, 1, 1) determinan el veaterBP=(1, -1, 2).

X y-2 z+1
rle W, m)=l2 1 1 |=o0
1 -1 2

x(y- P b+ J-(z+ Jrx- fy- 3= 05 - Jy-2-dz+)=0;;

x=(y=3-(z+3=0;; x-y+2-2-1=0 = 7'= x- y-z+1=0.

. , X+ y+3Z-5=0
La recta t es la que determinan los plangst’ al cortarse:it = +1=0 '
X—y-z+1=

La expresion de t por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

+y+3-5=0 +y=5-3/
t {xy zA:Xy }:2(:4—2/1;;x:2—/1;;

-
X—y-z+1=0 I X—y=-1+A4

X=2-A4
Xty=53 ;;y=53A-x=5-3AN-2+1=3-21=y = t={y=3-21 =
z=A1
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39 Demuestra que la funcion( 3 = ser(g -2*} vale% en algun punto del intervalo

(0, 1). Menciona los resultados tedéricos empleados y justifica su uso.

Vamos a utilizar el teorema del valor intermedio, (que es una generalizacion
teorema de Bolzano), que se puede enunciar de la siguiente forma:

“Sea f(x) una funcion continua en un intervalo [a, b] y supongamos qt
f(a)< f(b). Entonces para cada tal que f(a)<u< f(b), existe al menos un valor

cO(a b) tal que f(c)= x”. (La misma conclusion se obtiene para el caso de f(b) < f(a))

La funcidn f( 3 = /ser(g -2*} es continua en el intervalo [0, 1], por lo cual, le

es aplicable el teorema del valor intermedio.

Vi Vi 1
f0)= |sen = -2° | = [senZ =4J1=1>=
© {2 j 2 2

f(1) = ser{i—T-le: senIT:O<1
2 2

De lo anterior se deduce que:

1
2 )

(£0(0, 1) tal que f(9==, cq.d
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4°) Calcula el area de la region del plano encerrada entre las graficas de las funci

()=5-x y glx)=—".

f(x):g(x):>5—x:i+l  Bx+5-X-x=5;; ¥ -4x=0= :
X x, =4 B(4, 1)

La representacion gréafica de la situacion es la que indica la figura.

\(A

\ \ f(x)=5-x

a1

x+JL

L
X

1[0 7

Como se aprecia en la figura, las ordenadas de f(x) son iguales 0 mayores qu
correspondientes ordenadas de g(x) en el intervalo correspondiente a la superficie &
cular, por lo cual el area pedida es la siguiente:

4

S:J‘l[ (X — o) -dx:jl(S—x—Xiﬂj -dx:{Sx—X—;—SL(x+1)} =

0 0 0
2
:{5-4—%— L% +4)}1—[ 09015 o)i= 26 8 5 5 & E 12 5L50395 # =S,
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