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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
y+3z=1

y resuélvelo en los casos en que es compat'tﬂlé:— a- 2)x— y-3z=-1 :
(- a2 x+(2 -2dz=2-a

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

0 1 3 0 1 3 1
A=|a’-a-2 -1 -3 |y A=|a’-a-2 -1 -3 -1
a’-a-2 0 a’-2a a’-a-2 0 & -2a 2-a

El rango de A en funcion del parametro reaks el siguiente:

o 1 3 01 3
|A|= ~a-2 -1 -3 |=(2-a-2.]1 -1 -3 |=
-a-2 0 a*-2a 1 0 a*-2a

:(az—a— 2) -[—3+3—( a-2 *=( a- a 2)-(2a— a?):(a+:l)(a—2)a(2—a)=

=-da+a-2=0= 3=0;;a=-1; a,=2.

., + ./ +
Aclaraciona® -a-2=0 ;; a= 21+8 = 1;3: a=-1; a=2=(2-a-2=(a+1)(a-2).
az0
Para<a#-1;= RangoA RangoA= 3= rf incog. = Compatible Determinado
az?2

A. Menguiano



0 1 3 1
Paraa=0 ezA=|-2 -1 -3 -1|= RangoA={C, C, C} =

-2 0 0 2
0O 1 1
= |-2 -1 -1=2-2+4=4#0 = RangoA'=3.
-2 0 2
Paraa=0= RangoA=2 ;; RangoA'=3 = Incompatilke
0O 1 3 1 1 3 1
Paraa=-1esA={0 -1 -3 -1|= RangoA' = |-1 -3 -1=-9-33+0=0=>
O 0 3 3 0O 3 3
= RangoA'=2.
01 3 1
Paraa=2 esA=|0 -1 -3 -1| = RangoA'=2.
0O 0 0 O

a
Para { = }:> Rango & Rango A= 2< rf incég = Compatible Indeterminado

az0
Resolvemos los casos de compatibilidad, primero cuaads-1; mediante la
az?2
regla de Cramer.
1 1 3
-1 -1 -3
2-a 0 a’-2a 0
3 = =0= F,=-F¢t.
e —dardaey X R
0 1 3 0 1 3 0 1 3
a?-a-2 -1 -3 | (a+1a-2)1 -1 -3 1 -1 -3
_|d&-a-2 2-a a*-2a| _ 1 2-a a*-2a| |1 2-a a*-2a| _
T a2 - da+1a-2f ~ala-2)
0 1 3
1 0 -3

1 3-a &-2a| _ 43-9-3-(a®-2a)_9-3a-3-a’+2a_-a’-a+6_a +a—6_

T —da-2) 0 -da-2) “aa-2) -—a@a-2) aa-2)




(a+ 3)(a—2) _a+3_

Taa-2) e
0 1 1 0o 1 1 0o 1 1
a?-a-2 -1 -1| (a+a-2jJ1 -1 -1| |1 -1 -1
- a®*-a-2 0 2-a|_ 1 0 2-a] |1 0 2-a
-da+fa-2f -da+fa-2) -4a-2)
_-1+1-(2-a)_ a-2 _ 1_
= = =—==7z.
-da-2) -da-2) _a
y+3z=1
Resolvemos para = -1; el sistema resulta- y-3z=-1, que es compatible inde-
3z=3
terminado y cuya solucioén es:
X=m
Solucion < y=-2¢, 0OA, mOR
z=1
y+3z=1
Resolvemos para = 2; el sistema resulta- y-3z=-1, equivalente al sistema de
0=0

una ecuacion con dos incégnifas-3z=1, cuya solucién es:

X=m
Solucion:<y=1-31¢, 0OA, mOR
z=A
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., . X+ 3y—-22-2=0
2°) Halla la ecuacion general del planque contiene a la rect&{ y2 0
X—y—2z=
xt2 y-1 z-2
2 2

es paralelo a la recte

La expresion de r por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

3x+ 3y—-22-2=0 +3y=2+2A +3y=2+24
r= y :>z=/]:>3x ¥ 3y = 6x=2+81 ;;
Xx—y-2z=0 X—y=24 3x—3y =641
x:1+£/]
3 3
X=1+41 ;; x:E+ﬂ/1 " y=X—2/1:}+ﬂ)l—2)I:}—g)l=y =>r= y:E—EA.
3 3 3 3 3 3 3 3
z=A1

Un punto y un vector director de r se@, % j u=(4-232).

Un vector director de s es=(1, 2, 2).

El planon, por contener a r, tiene como vector directar @(4, - 2, 3) y contiene

al punto PGS’ % oj y, por ser paralelo a s, tiene como vector directoedy, 2, 2).

La expresion general dees la siguiente:

X3 Y3 3x-1 3y-1 3z
n(P;H,V)z 4 -2 3/=0;| 4 -2 3|=0:
1 2 2 1 2 2

-(48)1(38 )40 2 % (68 )t @8- )& 0;- 103 )- §3y-9+302=0;
(2% )t( 3+ )t 6 0; 6¢ 2 3y t 62= 0;; 6x+ 3y— 6z-3=0.

T= 2x+y—-22-1=0
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39) Dada la funcionf(x)=x"*"**", demuestra que existe un valotl(1 3) tal que
f'(a)=4. Menciona los resultados teéricos empleados y justifica su uso.

Teniendo en cuenta qué - 4x+ 7>0, OxOR, la funcion f(x) es continua y deri-

vable en su dominio, que es R, por consiguiente lo sera en cualquier intervalo real
se considere.

Para resolver este ejercicio tenemos que aplicar el Teorema del Valor Medio c
Lagrange, que dice: si f es una funcion continua en [a, b] y derivable en (a, b), entor

existe al menos un puntal(a, b) que cumple:f'(c)=w.

Considerando el intervalfy, 3) y sabiendo quef(}=1""**" =1%=2=1=1(1) y
que f(3)=3"""**7 = 3% = ¥ = 9= £ (3), podemos establecer que:

-1 @-10) 51 8 _
3-1 2 2

Lo anterior demuestra gue existe un valer(1, 3) tal que f'¢) = 4.
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréaficas de las furiipaes-1 y

g(x)zcos(%j. Calcula el area de la region del plano encerrada entre las gréficas de

funciones f(x) y g(x).

Los puntos de corte de las dos funciones se obtienen de la igualacién de sus
presiones:

f(XY=g(x) = x*- 1= cos(%j. Para x = %1 resultaf(x) = g(x)=0, de donde resul-

tan los dos puntos de corte, que son A(-1, 0) y B(1, 0).

YA

f(x)

La gréfica ilustra de la situacion de ambas funciones y del recinto cuya superfi
tenemos que calcular.

Ambas funciones son simétricas con respecto al eje de ordenadas, por
f(-x)=f(x) y d-x=g(x), lo que facilita el calculo de la superficie que encierran.

Todas las ordenadas de la funcion g(x) son mayores que las correspondiente
denadas de la funcion f(x) en el intervalo (-1, 1), por lo que el area pedida es:

S= Zi[g(x)— f &) dx= Z-i{cos(%j— K- 1} dx= 2-JIl—x2+cos(%ﬂ-dx:

1

= 2}(}%) dx+ Z-Jl'cos(%j -dxzz{x—x—;} +2 =2-K1—%j—o}+2|:g+2|=s. *)



=2

:|

Lo %:t x=1_t=2"

I:Icos(7j-dx: ) ) )
0 dx==dt|x=0-1t=0
T

[Sent]f 2 -(sen]—T—seanzE (1-0)= 2_
Vi 2 V4 T

Sustituyendo el valor de | en la expresion (*), queda:

S:ﬂ+ 2-—2:ﬂ+—4: 477+12: 4(77"‘3) U’ =S
3 m 3 T

3T 37
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OPCION B

111 200
1°) Dadas las matrices=| 0 -1 2| yB=|/1 1 0 |, calcula/A-B|y|B-A|.
0 0 2 12 -1
11 1(20 0 2 %1 0+1+2 0+0-1) (4 3 -1
A-B=/0 -1 2|11 0= %2 04 0-0-2|=|1 3 -2|=A"B.
00 2(12-1 6062004 0+0-2) (2 4 -2
4 3 -1
|A-B|=|1 3 -2|=—( 24 4 12 6 32 §=—(40-44=4=| A-B|.
2 4 -2
20 0)(1 1 1) (2060 20+0 2+0+0) (2 2 2
B-A=|1 1 00 -1 2|=| +6-0 10 1+2+0|=[1 0 3|=B-A,
12-1){0 0 2) (#0600 +2-0 1+4-2) (1 -1 3
2 2 2
|B-A|=|1 0 3|=-2+6+6-6=4=|B-A|.
1 -13

Las soluciones son logicas por lo siguiente:

El determinante del producto de dos matrices es igual al producto de los deterr
nantes de las matrices, o sea: B=| A | B=|B/ | Al=|B-A|.
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recta r que corta perpendicularmente a la

2x+y-z-2=0 : , -
sz Y2 , sabiendo ademas que cada punto de r equidista de los pun
X+ 2y+z-4=0

P(-213) y Q0 -1 1).

El punto medio de(- 2,1, 3) y Q(0,-1,1) esM(-1, 0, 2).

Los puntosP(- 2,1, 3) y Q(0, -1, 1) determinan el vector:

PQ=Q-P=(0- L)}-(- 213=(2-2-2).

Se llama plano mediatriz de un segmento de extremos A y B al plano que p
por su punto medio y es perpendicular a la recta que pasa por Ay B.

El plano x, mediatriz deP(- 2,1, 3) y Q(0,-1 1), es el que tiene como vector
normal a cualquiera que sea linealmente dependiente del wegtdr, -2, -2) y que
contiene al puntoa(-1, 0, 2):

y=x-y-z+D=0
M(-10 2)

}:—1— 0-2+D=0;;D=3= u= x-y-z+3=0.

El punto R de corte de la recta s con el plams la solucion del sistema que de-
terminan:

2x+y-z-2=0

x+ 2y+z-4=0;= Sumando la segunda ecuacion a las otras dos resulta:
X—y-z+3=0

X+3y-6=0 Xx+y-2=0 -X-y+2=0
= - = X+1=0;; x=-1;;, y=3;
2x+y-1=0 2x+y-1=0 2x+y-1=0

x-y-z+ 3 0;- + 3z+ 3 0;,z=-1= R(-1 3 -1).

Un vector director de la recta s es cualquiera que sea linealmente dependiente
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan:

i j ok
V,=|2 1 -1=i-j+&-k+2-2/=3-3j+3k = v, =(1 -1 1).
12 1

El haz de planos perpendiculares a la recta res x- y+z+D =0.

El planop perteneciente al haz de planog que contiene al punto R(-1, 3, -1) es



el que satisface su ecuacion:

-1-3-1+4D=0 - D=5= p=x-y+z+5=0.

X—y-z+3=0

La recta pedida r es la que determinan los pl = )
p q planos. r {x—y+z+5:O

La expresion de r por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

X—y-z+3=0 X—z=-3+/
r= y = y=A= = X=-8+21 ;; x=-4+A ;;
X—y+z+5=0 — X+z=-5+/
+7=3-) X==4+A
- X+z=3-
= 22=-2 . z2=-1= 7= y:/] jrzﬂ:_yzz_-l-l
X+z=-5+4 1 1 0

z=-1
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3°) Halla las integrales |ndef|n|da§-j \/_ e J=[ %-sen(2-dx
X+

ll:J- dx _J-((x—\/_x) dx)_j(x—\/}) dx I(X_&)'dx‘jxldx—j&'dxz

X++/X x+\/7<)(x 2_(\&)2 X¥-x I -x 3 x@-xX
:jxd_xl_j*xrﬁ C)l(X-L|x Y-A=1,. (¥

Jx=to x=t* o x-1=t?-1
I\/;( dx .[E((X)M/_ J'X e { dx dx }:

—==dt > = 2dt

2./x Jx

2dt _ 2dt ¢ A B . A-A+Bt+B _ (A+Bjt+(-A+B)
It2—1_I(t+J)(t—])_j(t+1+t—1j =] t2-1 ' t2-1 =
:»{ A+B:O}q le}:A=j(_—1+iJ dt=Lt-1-L]t+1) =[] =1L x-1)
-A+B=2[ A=- t+1 t-1 t+1 Jx +1

x-af
x|

LX 2&+1
Xx-1

L‘ X— 2&+1‘— L x-1|=

Sustituyendo en (*) el valor de A:
1= L x 1~ 4 x 2/ x+ 1+ U x-1=21 x-1- L‘ x—2\/7<+1‘+C:

1= Lox 4= e 2 1+ s 4= 21 x-1- U x-2/x+1/+C =

= L( - j2+C=L{ (x-Dyx+1 T+C:L{(X_1)\&+1T+c: L(Vx+1f +C =1,.

Jx -1 Ix=1x+1 x—-1

* k k% %

La integral gzj % -ser(2x)-dx tiene que resolverse por el método de “por par-
tes”, basado en la diferencial de un producto de funciodas:y= du- v+ u-dv.

Teniendo en cuenta que la integral de una suma algebraica de funciones es ig
la suma algebraica de las integrales de las funciones, podemos escribir:

[ qu-y=]du-v+[u-dv



Sabiendo qu¢ du-v)=u-v, la expresién anterior puede ponerse de la forma:

.[ u- dw= u-v—J-v-du

Aplicando la formula anterior podemos determinar la integral dada:

U= X - du=2xdx

=| k- 2x)-d
J I sen(2x) - dx = ser(2)§'dX:dV_’V:_%COS(2X)

2

= x° [—% COS(ZX)}—J'—% cos(2x)-2x-dx:—x7 cos(2<)+j X -C0S(2x) - dx=

X2
== cos(2x)+M =1,. (*)

U= X- du=dx
M=j X -€0S(2X)-dx = 1
cos(2 x- dx dv- \FE sen(2x)
= x% se(? )(—_[% sen(2x)-dx=§ selR )(—%I sen(2x)-dx=§ sen(2x)—% (—%) .cos(2x) =

:g sen(2x) +% cos(2x)=M .

Sustituyendo en valor obtenido de M en el valord¥ ) queda:

2

|, = _X? cos(2%) +§ sen(2x) +% cos(2X)+ C:%(l— 2(2) cos(2x)+§ sen(2x)+C.

J =I % serf2x) dx=%[( o 23() co 2 ¥+ 2 x sen(2x)]+C
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4°) Calcula el maximo y el minimo absolutos, en el interfaip2], de la funcién
f(X)= L(x2 + x+1)—x. Menciona el resultado teérico empleado vy justifica su uso.

Para determinar los maximos y minimos absolutos de un intervalo dado de |
funcion deben conocerse los siguientes puntos:

1) Sic(a b) ysi f(c)=0 o f'(c) no existe, entonces ¢ se denomina nimerc
critico de(a, b).

2 ) Una funcién f tiene un valor maximo absoluto en un inter{ealb), si existe
un cO(a, b), tal que f(d= (X, OxO(a b).

3) Una funcion f tiene un valor minimo absoluto en un inter{alb), si existe
un c(a, b), tal que f(g< (X, OxO(a, b).

4 ) Teorema del valor extremo: “Si la funcién f es continudagh|, entonces f
tiene un valor maximo o un valor minimo absolutdm)]”.

Por serx + x+1>0, OxOR, la funcién f(x= L% +x+1)-x es continua y derivable
en su dominio, que es R.

- =)~ f- 2 bl r=1=1(-9 = A1)

f()zL( %2 2+ 2L 7 20- 005 () = B(2-005).

Vamos a determinar los maximos y minimos relativos de la funcion f(x) en el i
tervalo[-1, 2|:

, 2x+1 2Xx+1-X—-x-1 -xX*+x -xx-1 ,
Fx)= x2+x+1_1: Crx+l R Ax+l XZXJ(rx+l: ).

(en o XY Sy =
f(X)—OSm—O,, X(X ])—02 )(1—0,,X2—l.

f"(x):(_ 2t :I)(>€'F X+])+ (x-1(2x+1) _-2%-2%-2x X+ X+1+2X3+X2—2X2—x:

(x2 +X +1)2 (x2 +X +1)2

:—2x2—2x+1:_ 2x2+2x—1: £(x)
(x2 + x+1)2 (x2 + x+1)2 .

f"(0)=—%_12=1=1>0 = Minimo relativo para x = 0.
(0+0+1)° 1




f(p=L( 6 & )- ==L - 1= 0-1=-1 = Minimo: C(0, -1).

f"(1):—&_12:_—3:—3<0 = Maximo relativo parax = 1
(1+1+17 1

f()eL( 4 4 ) £L 3 £ 1099 1= 0099 = Maximo :D(1, 0099).

De lo expuesto con anterioridad se deduce que la fundi@m L(x +x+1)-x
tiene el maximo y minimo absoluto en el interviglg 2] en los puntos siguientes:

Méaximo absoluto A(-1, 1) y minimo absoluto B(2, -0’05).
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