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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parametro
2ax (& +a-2y+2z=2

y resuélvelo en los casos en que es compatide: y+2z=0
—axt+t y-z=a

Las matrices de coeficientes y ampliada son:

2a a’+a-2 2 2a a‘+a-2 2 2
M=| a -1 2|y M'=| a -1 2 0].
-a 1 -1 -a 1 -1 a

El rango de la matriz de coeficientes en funcidn de el siguiente:
2a a*+a-2 2

IM|[=| a -1 2|=2a2a24d+a2-2a-dardat+a-2)=
-a 1 -1

=— A+ a2-2&-3d- §+2a2a=-a-a=-a’(a+1)=0= a=a,=0; a,=-1.

az0
Para {a;t 1} = RangoM= RangoM'= 3= rP incog. = Compatibledeterminado

0 -2 2
Paraa=0= M=|0 -1 2| = RangoM =2.
0O 1 -1
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0 -2 2 2 -2 2 2

-1 2
Paraa=0= M'=|0 -1 2 0O0|= RangoM'= |-1 2 O:—2-‘ 1‘:
0 1 -10 1 -10
=-2(1- 2=2#0 = RangoM'=3.
Paraa=0 = RangoM =2 ;; RangoM '=3 = Incompatilbe
-2 -2 2
Paraa=-1-> M=-1 -1 2| = RangoM =2.
1 1 -1
-2 -2 2 2
Paraa=-1= M'=| -1 -1 2 0 |={C=C,} = RangoM'={C,C,, C,} =
1 1 -1-1
-2 2 2
=|-1 2 O0|=4+2-4-2=0= RangoM'=2.
1 -1 -1

Para a=-1= RangoM= RangoM'= 2< rf inc6g = Compatible indeterminado

Resolvemos en el caso de compatible determinado aplicando el método de Ga

2 aXIr(6f+ a- 2)y+ 2z=2
ax- y+2z=0; = Sumando a la tercera fila la segunda:
—axt y-z=a

2 a (& + a- Qy+2z=2
ax- y+2z=0} = z=a = ZaX+(a2+a_2)y_2_2a}:> Restando a la
ax—-y=-2a

Z=a
primera el doble de la segunda resulta:

2 a4+ a 3y 2axt 2y= 2-2a+4a| (&+ a- Jy+2y=2+2a| - a(a+])y:2(1+a):>
ax—-y=-2a ax—-y=-2a

_ 2 A2 A2
= ay=2;; y=§ = ax y=-2a;; ax= y—2a:g—2a: 2= = 2(1 a ) 5 ngl_a).
a

a a a’

Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminaday path en cuyo



- 2X-2y+2z2=2

. . . - X-y+2z=0
caso el sistema resulta x- y+2z=0 , equivalente al sistema .\ L
X+ y-z=-
xty-z=-1

Sumando las dos ecuaciones se deduce que z = -1, resuftango=2.
x=A

Solucion s y=-2-4 ,010R
z=-1
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2x—y—-22+3=0
X-y+4=0
neral del plana que es perpendicular a la recta r y que cumplemi® 3.

2°) Dados el punto P(1, 1, 3) y la recta{ , encuentra la ecuacion ge-

Un vector director de la recta r es cualquiera que sea linealmente dependiente
producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, que so

siguientes:n, =(2,-1-2)y n, =(1, -1 0).

ik
vi=|2 -1 -2|=-2j- k+k-2=-2i-2j-k = v. =(2 2 1).
1-10

La expresion general del hpale los infinitos planos perpendiculares a la recta |
es delaformg=2x+2y+z+D=0.

De los infinitos planof buscamos los planascuya distancia al punto P(1, 1, 3)
es de 3 unidades.

_| Ax+ By +Cz+D|

La distancia de un punto a un plano ¢(; ) NI
A +B*+C

Aplicando la formula al punto P(1, 1, 3) y a los plapes2x+2y+z+D =0:

| 201 2.1+3+D| _|2+2+3+D| _|7+D| _|7+D| _

d{P; 7)=3=3= 3;,|7+D|=9=
(P: ) V22 + 22412 Jara+r1 o 3 |7+D|
7+D=9

{—7—D=9}:> D,=2;;, D,=-16.

L= 2% 2y #+ 2= 0 ym, = 2x+ 2y+z-16=0
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39 Dada la funcién f(XY=x-e 2, demuestra que existe un valori(1, 3) tal que
f'(a)=2. Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

Considerando la funciém(x)= f'(x)-2, que es continua en su dominio que es el
conjunto de los nameros reales, le es aplicable el teorema de Bolzano en cualquie
tervalo real considerado.

El teorema de Bolzano dice que “si una funcion f es continua en un intervalo

rrado [, b] y en los extremos de éste toma valores de distinto signo, entonces exist
menos un valocO(a, b) tal que f(c)=0".

Demostrar que (a)=2 para un valor der (1, 3) es equivalente a demostrar que
la funcién g(x) tiene una raiz real en el intervda).

g(1)=[1—g- Se”gj &2 —2:[1—’% 1) -e°—2:(1—’—27j -1—2=1—’—27—2:—7ET—1<0.
3
9(39)= 1-37 sen’ |2 —2=|1-37 (-9|e°-2= 142|221+ -2= T 150,
2 T2 2 2 2 2

En efecto: se cumple que g(1) <0 < g(3), lo gue demuestra lo pedido.

kkkkkkkkkk



4°) Dadas las funcioneq 3=sen(x) y dx)=x*-x, encuentra los tres puntos en que se
cortan y calcula el area de la regidn del plano encerrada entre sus graficas.

Los puntos de corte de las funciones se obtienen de la igualacion de sus expr:
nes.

%=-1- y%=0- A-10)
fl= §x= sem)=x-x={x%=0- y,=0 - O(0,0)

)%zl—’y3=0_’ (1'0)

Las dos funciones son simétricas con respecto al origen pdi>3erf(-x) y
dx)=-g(-x).

La representacion grafica es, aproximadamente, la que se indica en la figura.

1R
0T I

Ne)

De la observacion de la figura y teniendo en cuenta sus simetrias, el area pe
es la siguiente:

S:Z-Jl'[ f( Y- o) -dx :Z-T[ser(ma—(x?—x)] -dx =2-J1'[ser(ma— x?+>4-dx.

- 1= ser(m). =] e dim -t cos(m):
Sabiendo que.l—jser(nx) dx = {dx=%-dx} = == jsent dt= cos(7x):

V1
4 271
s=2.|-1 cos(mm) -2+ X :2-(—1 -cos;7—1+1j—2-(—1 -cosO—O+Oj=
Vs 4 2, Vg 4 2 Vg
=2 [—1 (—1)—1+1}—2 (—1 1):—2—1+1+_2:f+1:8+” @ 0177 =S.
T 4 2 T T2 /N ) §
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OPCION B

2 -1 t+3
1°) Encuentra los valorasiR que hacen que la matrig=| 4 -t 1 | sea no regular.
2 -1 2

Una matriz es regular cuando tiene inversa, es decir, que su determinante t
gue ser distinto de cero. Una matriz es no regular cuando el valor de su determinan
cero.

2 -1 t+3
|Al=/4 -t 1 |= 0zt2 (W )3 th+ 3 2 & 0;- - 4- 12 2°+@+10=0;
2 -1 2

PP-220;t°-1=0;t°=1=>t=-1yt,=1.

La matriz A es no reqgular parat=-1yparat=1.
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29 Los puntos P(2, -2, 1), Q(-1, -2, 1) y R(3, 0, 3) son tres veértices de un rombo. |
cuentra la ecuacion continua de la recta que pasa por el centro del rombo y es perp
cular al plano que contiene al rombo.

Para saber cual es la situacion de los vértices dados hallamos las distancias
cada dos de ellos:

%:\/(_ 1 P+(- 2 )2+(1—:)2:\/(— ¥ + ¢+ 0? =J9=3unidades

PR=y( 3 B+( @ P+(3 ¥F=+v 1+ 3+ 21 4+ 4=J9=3unidades

QR=4( 8)1+( © B+( 3 =+ 8+ 2+ 2=16 4 4=+24=2/6 unidades

El punto medio del rombo es el punto medio del segm@Rtajue es una diago-
nal del rombo.

b @R (121309 (220 gy

Los puntos P(2, -2, 1), Q(-1, -2, 1) y R(3, 0, 3) determinan los siguientes vector
PO=0Q-P=(- & 2)-(2-213=(-30,0).
PR=R-P=(303(2-219=(12 2

La ecuacion general del planaue contiene al rombo es:

x-3 y z-3
H(RFQWQ)E -3 0 0 |=0;-6z3+6y=0;;-(z-3)+y=0;;
1 2 2

-2+3+y=0= m=y-z+3=0.

El vector normal del plano es=(0, 1, -1).

La recta r pedida es la que tiene como vector director al vector normal del plan
que pasa por el punto M(1, -1, 2); su expresion dada por unas ecuaciones parame
es la siguiente:

x-1_ y+1 z+1
0o 1 -1

r =
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. . lim 2_3\"  lim
39) Calcula los siguientes limites: T3y x -cos| ZF-2]].
n- 4o { N°+2n 2

n —» +oo

lim ((n2-3)"_ lim (+2n-2n-3)"_ lim n’+2n -2n-3 "
n’ +2n n’ +2n N +o| N*+2n n®>+2n

n - +oo

2n

Iim -2n-3\" _ lim 1
= 1+— =1 = IndtiporP e = 1+— =
n - +o n°+2n n - +oo n°+2n
-2n-3
-4n?-6n
n’+2n -2n-3 B n2+2n | r2+2n
-2n-3 n?+2n -2n-3
_lim 1 _lim 1+ 1 M
n - +o n® +2n n - +oo n®+2n
-2n-3 -2n-3
B _ -4n®-6n
n+2n | n2+2n
-2n-3
, lim -4n?-6n
— Ilm 1+ 1 :en_'+°° n2+2n =e_4 =i
n - +o n* +2n et
-2n-3

lim T2\ _ T2 Vs _ T _
X 0S| ———||=0 -cOS| ——— |=o cOS| —— 0= cOS—=o -0 = Ind. =
2 2 2 2

X — +o00 X 0
T2 2 w2
im “(27x)_o im x2S 2 x
_— = Ind. L"'Hopital =
:>x_,+oo } 0:> :{ P }:>X_>+oo _i
X NG
l[im
. {s (E—EH: 2 sen7—Tz 2:1=2
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X

4°) Dada la funcién f(Y=x-e 2, demuestra que existe un valori(1, 3) tal que
f"(a)=7. Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

L[ f (X)] = LKl—% - senﬁj - ecosz} = L(l—z - sen%j + cos% -Le=

T X T XX TK
- Z.sen =+ 2 2 cos™ T+ cos
f(x) _ (2 2 2 2 ZJ_E,Senﬁz_’_T 2" COSZ+senz
f'(x) 1-T%  cen™ 2 2 21 1% gen™® 2
2 2 2 2

f"(x):—g 2_2 mz +sen% -(1—%-sen%j-emz:

T s TIX | T X X TK X
=-—.e 2.|sen—+— -COS—+sen—-—-serf — |=
2 2 2 2 2 2 2

=T 2, (E-seﬁ x_X -cosz—ZSenEj= f(x).
2 2 2 2 2

La funcion f'(x)=(1—%-sen%j-ecosz es continua y derivable en su dominio,

gue es R, por lo cual le es aplicable el teorema del Valor Medio del calculo diferenc
también conocido como teorema de Lagrange, que dice que “si f(x) es una funcioén
tinua en el intervalo [m, n] y derivable en (m, n), entonces, existe al menos un pu

ad(m n) que cumple:f'(a)=%r;(m)”.

La interpretaciébn geométrica puede apreciarse mas facilmente mediante la fic



adjunta.

AY
f(n)

f(m)

@) m o n X

Considerada la funcion f(x), continua en [m, n] y derivable en (m, n) existe, p
lo menos un punto N perteneciente al intervalo (m, n) en el que la recta tangente
grafica f(x) es paralela a la cuerda que une los puntos P y Q de coordene

b {m] y dn £(n)].

2 2 2
3n+2 2-n
f(3-1(1 Ir+2-2+7 4
(@)= (3)’—1(): 5 2 = 4 ”:7”:7_7_

En efecto: existe un valare (1, 3) tal que f’(x) =z, como debiamos demostrar.
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