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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
 Realizar una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependientes del parámetro real α 

y resuélvelo en los casos en que es compatible:  
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 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguiente: 
 

 
















−−−−
−+

+
=

1220

0

12

22

22

2

aaaa

aaaa

aa

M  y 
















−−−−
−+

+
=

2

4

2

1220

0

12

'
22

22

2

aaaa

aaaa

aa

M . 

 
 El rango de la matriz de coeficientes en función de α es el siguiente: 
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Para α = -1 es 
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Para α = 2 es ⇒⇒
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Resolvemos, en primer lugar, el caso de compatible determinado, que es cuando 

el valor de α es distinto de las raíces encontradas: -1, 0 y 2. 
 

Se procede por el método de Gauss:  
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 Resolvemos ahora en el caso de compatible indeterminado: 
 

Para α = 2 es ⇒




=+
=+





=+
=−+

⇒−=⇒








=−
=+

=++

426

426
;;

426

2226
2

20

426

226

yx

yx

yx

yx
z

zy

yx

zyx

 

 
λλ 3223;;426 −=⇒=⇒=+=+⇒ yxyxyx . 

 

R

z

y

x

Solución ∈∀








−=
−=

=
λλ

λ
,

2

32:  

 
********** 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 

2º) Encuentra el punto R que pertenece a la recta 
2

3

1

3

2

1 +=
−
−=+≡ zyx

r  y equidista de los 

puntos P(-1, 1, 2) y Q(1, 3, 6). 
 

---------- 
 
 Los puntos P y Q determinan el vector: 
 
 ( ) ( ) ( )4,2,22,1,16,3,1 =−−=−== PQPQv . 
 
 El punto medio de P y Q es M(0, 2, 4), cuyas coordenadas son las medias aritmé-
ticas de las coordenadas de los puntos P y Q. 
 
 El haz de planos paralelos β perpendiculares al segmento que determinan los pun-
tos P y Q tiene como expresión general: 02 =+++≡ Dzyxβ , por tener como vector 

normal al vector ( )2,1,1'=v , que es linealmente dependiente del vector ( )4,2,2=v . 
 
 De los infinitos plano de haz β, el plano α que contiene al punto M es el que satis-
face su ecuación: 
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 El punto R pedido es la intersección del plano α y la recta r: 
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 De otra forma: 

 La expresión de r por unas ecuaciones paramétricas es 
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 Tiene que cumplirse que QRPR= . 
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3º) Halla el valor de R∈α  para que la función ( )
( )
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 sea continua en 

todo R. 
---------- 

 
 La función f(x) es continua en todo R para cualquier valor de R∈α , excepto para 
el valor x = 0 cuya continuidad es dudosa y vamos a determinar el valor de α para que 
lo sea. 
  

Para que la función f(x) sea continua para x = 0 tiene que cumplirse que los lími-
tes por la izquierda y por la derecha sean iguales, e igual al valor de la función en ese 
punto: 
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4º) Dada la función ( ) ( )xxsenxf cos·= , demuestra que existe un valor 






∈
2

,0
πα  tal que 

( ) 1' −=αf . Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 
 

---------- 
 
 El teorema del valor intermedio para la derivada, conocido como la propiedad de 
Darboux dice: 
 

“Si f es una función continua y derivable en [m, n] y se cumple que ( ) ( )nfmf '' > , 
y sea ( )[ ])(',' nfmfz∈ , existe al menos un punto ( )nm,∈α  tal que ( ) zf =α' ”. 

 

La función ( ) ( )xxsenxf cos·=  es continua y derivable en 






2
,0

π , por lo que le es 

aplicable el teorema del valor intermedio para la derivada. 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xxxsenxxxxxsenxxxf cos·cos··coscos·cos··cos·1' −=−= . 
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Se cumple que ( ) ( )2'0' πff >  y también que ( ) ( ) ( )2''0' πα fff >> , por lo que podemos 

asegurar que: 
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(como teníamos que demostrar) 
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OPCIÓN B 
 

1º) Dada la matriz 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta t que corta perpendicularmente a las rec-

tas 
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---------- 

 
 Para determinar la recta t, perpendicular común a las rectas dadas, nos guiamos 
por el siguiente gráfico. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Para determinar un punto y un vector de la recta r se expresa por unas ecuaciones 
paramétricas. 
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Un punto y un vector director de r son ( ) ( )1,1,1,0,4,1 −=− rvM  y un punto y un 

vector director de s son N(-3, 0, -3) y ( )2,1,1=sv . 
 
 Un vector w , perpendicular a sr vyv  es cualquiera que sea linealmente depen-
diente de su producto vectorial: 
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Ahora determinamos los planos 21 αα y , de la forma siguiente: 
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09242 =+−−≡⇒ zyxα . 

 
 La recta t pedida es la que determinan los planos 21 αα y  en su intersección, que 

es la siguiente: 
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3º) Halle el máximo y el mínimo absolutos de la función ( ) ( )xsenxxf ππ +=
2

 en el inter-

valo 






2

3
,0 . 

---------- 
 

( ) ( ) 0000·0·
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Una función tienen un máximo o un mínimo relativo para los valores que anulan 

su primera derivada: 
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ángulos que cumplen la condición: 120º y 240º, que expresados en radianes son, respec-

tivamente, 
3

4

3

2 ππ
y . Soluciones: 
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21 == xyx . 

 
 Para diferenciar los máximos de los mínimos relativos se recurre a la segunda de-
rivada: si es positiva para los valores que anulan la primera derivada, se trata de un mí-
nimo y, si es negativa, de un máximo. 
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4º) Dadas las funciones ( ) 21 xexxf −+=  y ( ) xexg = , encuentra los dos puntos en que se 
cortan y calcula el área de la región del plano encerrada entre las gráficas de f(x) y g(x). 
 

---------- 
 
 Los puntos de corte de dos funciones se obtienen de la resolución de la ecuación 
que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 
 ( ) ( ) 1;;001;;1 21

22 ==⇒=−+−=−+⇒= xxeexxexexxgxf xx . 

 
 Los puntos de corte son: ( ) ( ) ( ) ( )eByAefyf ,11,0110 ⇒== . 

 
 Teniendo en cuenta que ( ) ( )1,0,02' ∈∀>−= xxexf , f(x) es creciente en el interva-
lo (0, 1) y, además, todas sus ordenadas son positivas en este intervalo. 
 
 Siendo ( ) Rxexg x ∈∀>= ,0' , ( ) xexg =  es monótona creciente en su dominio, que es 
el conjunto de los números reales; también sus ordenadas son todas positivas en el in-
tervalo (0, 1). 
 

 Tomando un valor intermedio del intervalo (0, 1), por ejemplo 
2
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 El área pedida es la siguiente: 
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