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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 
1º) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del parámetro � y 

resuélvelo en los casos en que es compatible: �2� + � = 1                                  
� − 1�
 + 
� + 2�� + � = 0
�� − ��
 − �� = � + 2         . 
 

----------  
 
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = � 0 2 1� − 1 � + 2 1�� − � −� 0� y �� = � 0 2 1� − 1 � + 2 1�� − � −� 0     10� + 2�. 

 
 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
 

 |�| = � 0 2 1� − 1 � + 2 1�� − � −� 0� = 2
�� − �� − �
� − 1� − 
� + 2�
�� − �� =  

 = �
� − 1�
2 − � − 2� − �
� − 1� = −��
� − 1� − �
� − 1� =  
 = −�
� − 1�
� + 1� = 0 ⇒ �� = −1, �� = 0, �� = 1. 
 

���� �� ≠ −1� ≠ 0� ≠ 1 � ⇒ ��  � = ��  �� = 3 =  º # $ó&. ⇒ (. ). *.  
 

���� � = −1 ⇒ �� = � 0 2 1−2 1 12 1 0     101� ⇒ +,� − ,� = ,�- ⇒ �� & �� = 2. 

 ���� � = −1 ⇒ ��  � = ��  �� = 2 <  º # $ó&. ⇒ (. ). /. 
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���� � = 0 ⇒ �� = � 0 2 1−1 2 10 0 0     102� ⇒ �� & �� ⇒ +)�, )�, )0- ⇒ 

 

⇒ � 0 1 1−1 1 00 0 2� = 2 · 2 0 1−1 12 = 2 · 1 = 2 ≠ 0 ⇒ �� & �� = 3. 

 

���� � = 1 ⇒ �� = �0 2 10 3 10 −1 0     103� ⇒ �� & �� ⇒ � 2 1 13 1 0−1 0 3� =  

 = 6 + 1 − 9 = −2 ≠ 0 ⇒ �� & �� = 3. 
 ���� 5� = 0� = 16 ⇒ ��  � = 2;  ��  �� = 3 ⇒ (#89:;� # $<;=�9#>?:. 

 
 Se resuelve para +� ≠ −1, � ≠ 0, � ≠ 1- por la regla de Cramer: 
 

 
 = � � � �@ AB� �AB� CA @�
� @ � �AC� AB� �ADCA CA @� = �
AB��C
AB��DBACA
AC��
AB�� = �AB0C
ADB0AB0�BACA
AC��
AB�� = �AB0CADC0AC0CA
AC��
AB�� = 

 = CADCACA
AC��
AB�� = CA
AB��CA
AC��
AB�� = �AC�. 

 

 � = � @ � �AC� @ �ADCA AB� @�
CA
AC��
AB�� = 
AC��
AB��B
ADCA�CA
AC��
AB�� = ADB�ACAC�BADCACA
AC��
AB�� = �ADC�CA
AC��
AB�� = 

 = �
ADC��CA
AC��
AB�� = �
AB��
AC��CA
AC��
AB�� = − �A. 

 

 � = � @ � �AC� AB� @ADCA CA AB��
CA
AC��
AB�� = CA
AC��C
AB��
ADCA�C�
AC��
AB��CA
AC��
AB�� = 

 = CADBAC
AECADB�ADC�A�C�
ADBAC��CA
AC��
AB�� = CADBACAECADB�AC�ADC�AB0CA
AC��
AB�� = CAEC0ADBAB0CA
AC��
AB�� ⇒  

 ⇒ *:8$<;=< #: F< =<� �GHH# #: − �� − 4�� + � + 4 = −
� − 1�
� + 1�
� + 4� ⇒   
 ⇒ C
AC��
AB��
AB0�CA
AC��
AB�� = AB0A . 

 (<?G$#ó : 
 = �AC� ; � = − �A ; � = AB0A  . 
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 Se resuelve ahora el caso de compatible indeterminado: 
 

Para � = −1 el sistema es �2� + � = 1            −2
 + � + � = 02
 + � = 1           : que es compatible indetermi-

nado; despreciando una de las ecuaciones (primera) y haciendo 
 = K: 
 � + � = 2K� = 1 − 2KL ⇒ � = −� + 2K = −1 + 2K + 2K = −1 + 4K. 

 

(<?G$#ó : �
 = K             � = 1 − 2K   � = −1 + 4K , ∀K ∈ �. 

 
********** 
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2º) Dados los puntos �
1, −2, 3� y O
3, 0, −1�, :ncuentra el punto R que equidista de 

P y Q y está en la recta � ≡ QC0� = RB�� = SC�� . 

 
---------- 

 La expresión de la � por unas ecuaciones paramétricas es: � ≡ �
 = 4 + K     � = −1 + 3K� = 3 + K     . 
 Un punto genérico de la recta � es �
4 + K, −1 + 3K, 3 + K�. 
 
 Tiene que cumplirse que �� = O�. 
 �� = T
4 + K − 1�� + 
−1 + 3K + 2�� + 
3 + K − 3�� =  
 = T
K + 3�� + 
3K + 1�� + K� = √K� + 6K + 9 + 9K� + 6K + 1 + K� =  
 = √11K� + 12K + 10. 

 O� = T
4 + K − 3�� + 
−1 + 3K − 0�� + 
3 + K + 1�� =  
 = T
K + 1�� + 
3K − 1�� + 
K + 4�� =  
 = √K� + 2K + 1 + 9K� − 6K + 1 + K� + 8K + 16 = √11K� + 4K + 18. 
  �� = O� ⇒ √11K� + 12K + 10 = √11K� + 4K + 18;  12K + 10 = 4K + 18;  

 8K = 8 ⇒ K = 1. 
 �
4 + K, −1 + 3K, 3 + K� ⇒ K = 1 ⇒  �
5, 2, 4�. 

 
Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente: 

 
El punto medio de los puntos �
1, −2, 3� y O
3, 0, −1� es �
2, −1, 1�. 
 
Los puntos P y Q determinan el vector �OXXXXX⃗ = ZO − �[ = 
2, 2, −4�. 
 
El plano \ perpendicular al segmento �O que pasa por M tiene la siguiente ex-

presión general: \ ≡ 
 + � − 2� + * = 0. 
 
Por contener el plano \ al punto �
2, −1, 1� tiene que satisfacer su ecuación: 
 \ ≡ 
 + � − 2� + * = 0                         �
2, −1, 1�L ⇒ 2 − 1 − 2 · 1 + * = 0; −1 + * = 0 ⇒ * = 1. 
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\ ≡ 
 + � − 2� + 1 = 0. 
 
 El punto R pedido es la intersección del plano \ con la recta �: 
 

 

\ ≡ 
 + � − 2� + 1 = 0
           � ≡ �
 = 4 + K     � = −1 + 3K� = 3 + K     ] ⇒ 
4 + K� + 
−1 + 3K� − 2
3 + K� + 1 = 0; 

 4 + K − 1 + 3K − 6 − 2K + 1 = 0; −2 + 2K = 0 − 1 + K = 0 ⇒ K = 1. 
 

 � ⇒ �
 = 4 + K     � = −1 + 3K� = 3 + K     � ⇒ K = 1  ⇒   �
5, 2, 4�. 

 
********** 
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3º) Calcula las siguientes integrales indefinidas: /� = ^ QEC�QB� · F
 e /� = ^ �QECQ · F
. 

 
---------- 

 
 /� = ^ QEC�QB� F
 = ^ _
� − 3
 + 9 + C�`QB�a F
 =  

 = QE� − �QD� + 9
 − 29b|
 + 3| + ). 

 
 /� = ^ QEC�QB� F
 = QE� − �QD� + 9
 − 29b|
 + 3| + ). 

 /� = ^ �QECQ · F
 = ^ �Q
QDC�� · F
 = ^ �Q
QB��
QC�� · F
 ⇒    

 ⇒ �Q
QB��
QC�� = cQ + dQB� + eQC� = c
QB��
QC��BdQ
QC��BeQ
QB��Q
QB��
QC�� =  

 

= cQDCcBdQDCdQBeQDBeQQ
QB��
QC�� = 
cBdBe�QDB
CdBe�QB
Cc�Q
QB��
QC�� ⇒ f + g + ) = 0     −g + ) = 0             −f = 2� ⇒ f = −2;  
 ⇒     g + ) = 2−g + ) = 06 ⇒ 2) = 2;   ) = 1;   g = 1. 

 

      /� = ^ �QECQ F
 = ^ _C�Q + �QB� + �QC�a F
 = −2b|
| + b|
 + 1| + b|
 − 1| + ) =  

 = b hQDC�hQD + ). /� = ^ �QECQ F
 = b hQDC�hQD + ). 

 
 **********  


�   −2      
 +3  −
� −3
�    
� −3
 +9 
 +3
�  −2     
 +3� +9
      
  +9
 −2     
  −9
−27     
   −29     
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4º) Demuestra que existe j ∈ k1, √2l, tal que H�
j� = 1 siendo H

� = b 8:  mQD0 . 

 
---------- 

 
 La derivada de la función es la siguiente: 
 

 H�

� = noD ·pqr noDsrtu noDs = mQ� · $<9& mQD0 . 

 
 Teniendo en cuenta que H�

� es continua en R le es aplicable el teorema de los 
valores intermedios a cualquier intervalo finito que se considere. 
 

El teorema de los valores intermedios dice que: “si H es una función continua en 
el intervalo Z�, >[, entonces para cada valor ; tal que H
�� < ; < H
>�, exista al 
menos un valor $ perteneciente al intervalo 
�, >� tal que H
$� = ;”. 
 H�
1� = m� · $<9& m0 = m� · 1 = m� > 1. 

 H�k√2l = √�m� · $<9& m� = √�m� · 0 = 0 < 1. 

 b< � 9:�#<� F:;G:89�� wG: ∃� ∈ k1, √2l 9�? wG: H�
�� = 1. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Encuentra todas las matrices g que cumplen fg = gf, siendo f = _1 11 2a. 

 
---------- 

 

 Sea la matriz g = _;  = wa. 

 

 f · g = _1 11 2a · _;  = wa = y ; + =  + w; + 2=  + 2wz. 

 

 g · f = _;  = wa · _1 11 2a = y; +  ; + 2 = + w = + 2w z. 

 

 f · g = g · f ⇒ y ; + =  + w; + 2=  + 2wz = y; +  ; + 2 = + w = + 2w z ⇒ 

 

⇒ { ; + = = ; +  ; + 2= = = + w + w = ; + 2  + 2w = = + 2w] ⇒ 5  = =; +  = w6   ⇒   g = _;   ; +  a. 

 

 Ejemplo, a modo de comprobación: ; = 0,  = 1 ⇒ g = _0 11 1a: 

 

 
f · g = _1 11 2a · _0 11 1a = _1 22 3a
g · f = _0 11 1a · _1 11 2a = _1 22 3a| ⇒ f · g = g · f, $. w. $. 

 
********** 
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2º) Encuentra la ecuación continua de la recta � que pasa por el punto �
−3, −2, 4� y 

corta a las rectas �� ≡ }2
 + � − � = 0        3
 − � + � − 5 = 0 y �� ≡ QC�� = RC�@ = SB�� . 

 
---------- 

 
 La expresión de �� por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 �� ≡ }2
 + � − � = 0        3
 − � + � − 5 = 0 ⇒ � = K ⇒        2
 + � = K3
 − � = 5 − KL ⇒ 5
 = 5;   
 = 1; 
 

� = −2
 + K = −2 + K  ⇒   �� ≡ �
 = 1           � = −2 + K� = K           . 
 
 Un punto y un vector director de �� son f
1, −2, 0� y ~�XXXX⃗ = 
0, 1, 1�. 
 
 Los puntos A y P determinan el vector �fXXXXX⃗ = Zf − �[ = 
4, 0, −4�. 
 
 El plano \� que contiene a �� y a P tiene la siguiente expresión general: 
 

 \�k�; ~�XXXX⃗ , f�XXXXX⃗ l ≡ �
 + 3 � + 2 � − 40 1 14 0 −4 � = 0;  �
 + 3 � + 2 � − 40 1 11 0 −1 � = 0; 
 −

 + 3� + 
� + 2� − 
� − 4� = 0; −
 − 3 + � + 2 − � + 4 = 0 ⇒  
 ⇒  \� ≡ 
 − � + � − 3 = 0. 
 
 Un punto y un vector director de �� son g
1, 1, −3� y ~�XXXX⃗ = 
1, 0, 2�. 
 
 Los puntos B y P determinan el vector �gXXXXX⃗ = Zg − �[ = 
4, 3, −7�. 
 
 El plano \� que contiene a �� y a P tiene la siguiente expresión general: 
 

 \�k�; ~�XXXX⃗ , g�XXXXX⃗ l ≡ �
 + 3 � + 2 � − 41 0 24 3 −7 � = 0; 
 8
� + 2� + 3
� − 4� − 6

 + 3� + 7
� + 2� = 0;    
 −6

 + 3� + 15
� + 2� + 3
� − 4� = 0;   2

 + 3� − 5
� + 2� − 
� − 4� = 0;  
 2
 + 6 − 5� − 10 − � + 4 = 0 ⇒  \� ≡ 2
 − 5� − � = 0. 
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 La recta pedida � es la que determinan los planos \� y \� al cortarse, que es la 

siguiente: � ≡ }
 − � + � − 3 = 02
 − 5� − � = 0   . 
 
 La expresión de � dada por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 � ≡ }
 − � + � − 3 = 02
 − 5� − � = 0   ⇒ � = K ⇒ 
 + � = 3 + K   2
 − � = 5K6 ⇒ 3
 = 3 + 6K; 
 


 = 1 + 2K;   � = 3 + K − 
 = 3 + K − 1 − 2K = 2 − K ⇒ � ≡ �
 = 1 + 2K� = K          � = 2 − K  . 
 
 La expresión de � dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 � ≡ QC�� = R� = SC�C� . 

 
********** 
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3º) Siendo H

� = T�oD�Eo�EB�·�o��B0s
√QsBQDB� , demuestra que existe j ∈ 
−1, 1� tal que H�
j� = ��. 

---------- 
 
 La función H

� es continua y derivable en su dominio, que es R, por cual le es 
aplicable el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una función es 
continua en Z;,  [ y derivable en 
;,  �, entonces existe al menos un valor � ∈ 
;,  � 

que cumple lo siguiente: H�
�� = �
��C�
u��Cu ” 

 
 Aplicando el teorema de Lagrange a la función H

� en el intervalo 
−1, 1�: 
 

 H
−1� = √��B�·��B0s
√�B�B� = √�B�B0s √� = √`s√� = √�√� = 1.  

 H
1� = √��B�·�DB0s
√�B�B� = √���B��B0s √� = √�00s √� = √��√� = √4 = 2. 

 H�
�� = �
��C�
C���C
C�� = �C��B� = ��. 

 b< � 9:�#<� =�G:>� wG: ∃� ∈ 
−1, 1� 9�? wG: H�
�� = ��. 

 
********** 
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4º) Dadas las funciones H

� = 
� − 
 y &

� = 2
� − 2
, encuentra los tres puntos 
en que se cortan. Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas curvas. 
 

---------- 
 
 Las dos funciones son continuas y tienen ambas por dominio R. 
 
 Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones: 
 
 H

� = &

� ⇒ 
� − 
 = 2
� − 2
;  
� − 
 = 0;   


� − 1� = 0; 
 


 − 1�

 + 1� = 0 ⇒ 
� = −1, 
� = 0, 
� = 1. 
 
 Los puntos de corte son f
−1, 0�, �
0, 0� � g
1, 0�. 
 
 Por ser H
−
� = −H

� y &
−
� = −&

�, las dos funciones son simétricas 
con respecto al origen. 
 

 Teniendo en cuenta que: � Hk�Dl = _��a� − �� = �� − �� = �C0� = − ��            
 &k�Dl = 2 · _��a� − 2 · �� = �� − 1 = �C�� = − ��

, es  

Hk�Dl >  &k�Dl. 
 
 Teniendo en cuenta lo anterior y la simetría de las funciones, la superficie a cal-
cular es la siguiente: 
 

 ( = 2 · ^ ZH

� − &

�[�@ · F
 = 2 · ^ Z
� − 
 − 
2
� − 2
�[�@ · F
 = 
 = 2 · ^ 
−
� + 
��@ · F
 = 2 · �− Qs0 + QD� �@

� = 2 · �_− �s0 + �D� a − 0� = 2 · _− �0 + ��a =  

 = − �� + 1 = ��. ( = ��  G�. 

 
********** 
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