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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).
OPCION A

1°) Estudia el siguiente sistema de ecuaciones lineales dependiente del pardmetro
2y+z=1

resuélvelo en los casos en que es compatible= 1)x + (a + 2)y +z = 0,
(a? —a)x —ay=a+2

Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
0 2 1 0 2 1 1
M=(a-1 a+2 1|yM=(a-1 a+2 1 0 |
a’l—a —-a 0 at—-a —-a 0 a+2

El rango de M en funcion del parametres el siguiente:

0 2 1
IM|=|a—1 a+2 1[{=20@?*—-a)—a(a—1)—(a+2)(a*—a) =
a’l—a —-a 0

=a(a—1)2-a—-2)—ala—1)=—-a?(a—1)—ala—1) =

=—a(a—1)(a+1)=0>a,=-1,a, =0,a; = 1.

a+—1
Para{a;to}:RanM:RanM’:3:n9incég.=>S.C.D.
a+1
0 2 1 1
Paraa=-1=>M=(-2 1 1 0|=>{F,—F,=F}=RangM' = 2.
2 1 0 1

Paraa=—-1=RanM = Ran M’ = 2 <n%incég.= S.C.I.
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0 2 1 1
Paraa=0=>M' = <—1 2 1 0) = Rang M' = {C,,C5,C,} =
0O 0 0 2
0O 1 1 0 1
=|1-1 1 O=2-_1 1=2-1=2¢O=>RangM'=3.
0O 0 2
o 2 1 1 2 1 1
Paraa=1=>M’=<O 3 1 0>=>RangM’=> 3 1 0=
0O -1 0 3 -1 0 3

=6+1—-9=-2+*0= Rang M' = 3.

Para {Z i (1)} = Ran M = 2; Ran M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve pafa + —1,a # 0,a # 1} por la regla de Cramer:

1 2 1
0 a+2 1
_la+2 -a ol _ 2(a+2)-(a+2)*+a _ 2a+4—(a’+4a+4)+a _ 3a+4-a’-4a-4
X=10 2 1 _g(a-D(a+)  -a(a-1(a+1) -a(a-D(a+1)
a-1 a+2 1
a’-a -a 0
. —-a’-a _ —a(a+1) 1
" —a(a-1(a+1) -a(a-1)(a+1) a-1'
0 1 1
a-1 0 1
_la?—a a+2 ol _ (@a-D(a+2)+(a*-a) _ a*+2a-a-2+a’-a 2a%-2 .
Y = da—D@+D | —al-Da+D) | —ala-D@+D)  —al@-D@+)
. 2(a’-1) _ 2(a+)(@-1) _ 2
~ —a(a-1D(a+1) -a(a-1(a+1)  a
0 2 1
a-1 a+2 0
_la?2—a -a a+2l _ —ala-D-(a+2)(a®?-a)-2(a-1)(a+2) _
2= a@D@rn —a(a-1)(a+1) o
_ —a’+a-(a®-a’+2a%-2a)-2(a*+a-2) _ —a’+a—-a-a’+2a-2a*-2a+4 _ -a®-4a’+a+4
- —a(a-1)(a+1) o —a(a-1)(a+1)  —a(a-1)(a+1)

= Descomponiendo por Ruffini: —a® —4a’+a+4=—-(a—1(a+1D(a+4) >

—(a-1)(a+1)(a+4) _ a+4
—a(a-D(a+1)  a

., 1 2 at+4
Solucion:x = —;y=——;z = —.
a—1 a a




Se resuelve ahora el caso de compatible indeterminado:

2y+z=1
Paraa = —1 el sistema e{—Zx +y+z=0: que es compatible indetermi-
2x+y=1

nado; despreciando una de las ecuaciones (primera) y hagiendo

= 24
;121_2/1}:2=—y+2/1=—1+2/1+2/1=—1+4/1.
x=A
Solucic’m:{y= 1—-21 ,VA€ER.
z=—-1+44
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2°) Dados los punta3(1,—-2,3) y Q(3,0,—1),encuentra el punto R que equidista de
PyQyestaen larectas =2 = 20 = 22

3 1
x=4+21
La expresion de la por unas ecuaciones parameétricag esiy = —1 + 3.
z=3+1

Un punto genérico de la rectasR(4 + 4, —1 4+ 31,3 + 4).

Tiene que cumplirse qu&R = QR.

PR=,(4+1—-1)2+(-1+31+2)2+(3+1-3)2=

=JA+3)2+G@A+1)2+2=VAZ+61+9+922+61+1+12=

=+/11A2 + 121 + 10.

QR=J(4+21-3)2+(-1+31-02+(B+1+1)? =

=JA+12+BA-12+(A+4)?2 =

=VA24+21+14+92 —61+1+212+81+16 =+V1112 + 41 + 18.

PR=QR=>V1112 + 122+ 10 = V1142 + 41 + 18; 124 + 10 = 41 + 18;
B1=8=>1=1.

RA+2A4,-1+34L3+1)=>1=1 = R(5,2,4).

Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:

El punto medio de los punt@1,—2,3) y Q(3,0,—1) esM(2,—1,1).

Los puntos P y Q determinan el vedﬁif =[Q — P] = (2,2,—4).

El planor perpendicular al segmenk®) que pasa por M tiene la siguiente ex-
presién generalt = x +y —2z+ D = 0.

Por contener el planw al puntoM (2, —1, 1) tiene que satisfacer su ecuacion:

n=x+y—2z+D=0



n=x+y—2z+1=0.
El punto R pedido es la interseccion del plarmon la recta:

T=x+y—2z+1=0

x=4+2 A
rE{y:—1+3/1 5@+ D+ (143D -2B+D+1=0;
z=3+1

4+A-14+31-6-21+1=0;, -24+21=0—-1+1=0=>1=1.

x=4+A
R:{y=—1+31}=>1=1 = R(5,2,4).
z=3+A
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3_
3°) Calcula las siguientes integrales indefinidas: f’;—+32 -dxel, = |

= dx.
x3 -2 x +3
—x3—3x2 x% —3x+9
_x3-2 . 2 -29 . X
Il—fx+3dx—f(x —3x+9+m)dx— -|-3xz2 —2
+3° 4+9x
x3  3x2 +9x -2
=?—T+9x—29L|x+3|+C. —9x—27
—-29
3_ 2
L= 2ax=2 -3 4 9x—29L|x + 3|+ C.
x+3 3 2
2 2 2
12 - fx3—x Hdx = fx(xz—l) Hdx = fx(x+1)(x—1) Hdx =
2 _A n B n C _ Ax+1)(x-1)+Bx(x—1)+Cx(x+1) _
x(x+1)(x—1) T x o x+1  x-1 x(x+1)(x-1) -
Ax?—A+Bx?—Bx+Cx?+Cx  (A+B+C)x%+(—=B+C)x+(-A4) A+B+(=0
x(x+1)(x-1) x(x+1)(x-1)
—A=2
B+C=2
= = 2C = 2; =1; B=1.
—B+C = 0} ¢ ;¢ ’
2 -2 1 1
L=[—dx=[(Z+_5+=)dr=—2Lx| +Llx+ 1|+ Llx — 1| + C =
2_
kel
X

2_
=] dx =124 ¢

— x2

kkkkkkkkkk



2
4°) Demuestra que existee (1,v2), tal quef’(«) = 1 siendof (x) = L sen %.

La derivada de la funcién es la siguiente:

2
X s X 2

- 'co X X
f'(x) = —Zsen”—xg =~ - cotg ——.
4

Teniendo en cuenta qfié(x) es continua en R le es aplicable el teorema de los
valores intermedios a cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de los valores intermedios dice gsigf €s una funcion continua en

el intervalo|a, b], entonces para cada valen tal quef(a) < m < f(b), exista al
menos un valot perteneciente al interval@z, b) tal quef(c) = m”.

' =I. T_T 1=
]‘(1)—2 cotg ;=7>-1=2>1.

FVD) =" cotg T=".0=0< 1,

Lo anterior demuestra que 3a € (1,\/5) tal que f'(a) = 1.
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OPCION B

1°) Encuentra todas las matridegjue cumple®B = BA, siendod = (

Sea la matriB = (Tg Z)

A-B=(1 %)(Tg Z):<r:1n-|-l_2pp :-I:I_qu>'

m n).(l 1)_<m+n m+2n)_

B'Az(p ) \1 2) " \p+q p+2q

A-B=B-A=>(m+p "+q)

m+n m+2n
m+2p n+2q ( )

p+q p+2q

m+p=m-+n
m+2p=p+gq n=p _(m n

= n+q=m+2n :{ q} = B_( )
n+2q=p+2q

1 1
1 2

Ejemplo, a modo de comprobacian:=0,n=1= B = (0 1):

1 1

(1 1y (0 1y_(1 2
A-B ( %)( ) (% 3) >A-B=B-Ac.q.c.

1 1
1 1

B'A=(1 1)'(1 2)=(2 g)
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2°) Encuentra la ecuacion continua de la recjae pasa por el punf(—3,-2,4) y
corta a las rect ={2x+y_z:0 o=l oyl Z43
a3 = 3x—y+z—5=0y 27 1 7 o0 2

La expresion de, por unas ecuaciones parametricas es la siguiente:

_2X+y—Z=O _ 2X+y=/1 . .
rl_{3x—y+z—5=0=>Z_/1=>3x—y=5—/1}=>5x_5' x=1;
x=1
y==2x+A=-24+1 = rlziy:_2_|_,1_
z=A

Un punto y un vector director agsonA(1,-2,0) yv; = (0,1, 1).
Los puntos A y P determinan el veckot = [A — P] = (4,0, —4).

El planorr; que contiene g y a P tiene la siguiente expresion general:

. x+3 y+2 z-—4 x+3 y+2 z—-4
m,(P; v;,AP)=| 0 1 1 |=0;| 0 1 1 |=0;
4 0 —4 1 0 -1

—-(x+3)+(y+2)-(z-4)=0 —x-3+y+2—-2z+4=0 =
>m=x—-y+z—3=0.
Un punto y un vector director ag sonB(1,1,-3) y v, = (1,0, 2).
Los puntos B y P determinan el veckE = [B — P] = (4,3,—7).

El planorr, que contiene &, y a P tiene la siguiente expresion general:

. x+3 y+2 z—4
m,(P; v;,BP)=| 1 0 2 |=0;
4 3 -7
8(y+2)+3(z—4)—6(x+3)+7(y+2)=0;
—6(x+3)+15(y+2)+3(z—4)=0; 2(x+3)-5(y+2)—(z—4) =0;

2x+6—-5y—-10—2z+4=0=>n,=2x—-5y—z=0.



La recta pedida es la que determinan los plamgsy m, al cortarse, que es la
iquient ={x—y+z—3=0
siguienter = 2x—5y—z=0 "

La expresion de dada por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

_(x—y+z-3=0 _ x+z=3+21 _ _

r_{Zx—Sy—zzo =y=1= 2x—z=5/1}=>3x_3+6/1’
x=1+24

x=1+4+21 z=3+A—-x=3+A-1-2A=2-A=>r=jy=141
z=2—-41

La expresion de dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:

r

x—1 zZ—2
2
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i/2x2+3x+3+3.2x+1+4

39 Siendof(x) = Npreeare

fl@) =3

, demuestra que existe € (—1,1) tal que

La funcionf (x) es continua y derivable en su dominio, que es R, por cual le es
aplicable el teorema del valor medio o de Lagrange, que dice que: “Si una funcion e
continua erym, n] y derivable erfm, n), entonces existe al menos un vala (m,n)
que cumple lo siguient¢” (a) = flm) =/ w)

m-—-n
Aplicando el teorema de Lagrange a la fungiém) en el intervald—1, 1):

_ V2T432044  Yz¥3¥a 9 V3
f=D = Vititi V3 V3 V3 1

_ N27432%+4 _ Yiz8+i2+4 _ Yi4a iz _ N
V== =~ % ~ % _\/E_‘/Z_Z'

N fO-f(-D) _2-1 1
f(a)= 1-(-1)  1+1 2
Lo anterior prueba que 3a € (—1,1) tal que f'(a) = %
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4°) Dadas las funciongg€x) = x3 — x y g(x) = 2x3 — 2x, encuentra los tres puntos
en que se cortan. Calcula el &rea de la regidn del plano encerrada entre ambas curv

Las dos funciones son continuas y tienen ambas por dominio R.

Las abscisas de los puntos de corte de las dos funciones son las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones:

fX)=gx)=>x3—x=2x3-2x; x3—x=0; x(x>—-1) = 0;
x(x—1Dx+1)=0=>x;, =—-1,x, =0,x3 = 1.
Los puntos de corte sar(—1,0),0(0,0) y B(1,0).

Por serf(—x) = —f(x) y g(—x) = —g(x), las dos funciones son simétricas
con respecto al origen.

N3 11 1 1-4 3
fO=0G) —3=i3=5 =3

Teniendo en cuenta que: N L . ]
9@ =2-(3) ~23=:-1="=~¢

) > 9G)

Teniendo en cuenta lo anterior y la simetria de las funciones, la superficie a cal
cular es la siguiente:

S=2-[[f(x) —g()] -dx =2 [[x* —x — (2x* — 2x)] - dx =

=2 [{xtn) dr=2 542 =2 [(- 2+ 5) -0 =2+ (-1+4]) =

=—241=12
2 2
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