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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B). 
 
OPCIÓN A 
 

1º) Estudia el siguiente sistema �2� + 4� + � = 1                                          2� + ��
 + 2�� + 3� = 3                          −2� − ��
 + 2�� + �� − 3�� = √2 − 3dependiente 

del parámetro real � y resuélvelo en los casos en que es compatible.  
 

----------  ��  
 Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes: 
 

 � = � 2 4 12 �
 + 2 3−2 −��
 + 2� � − 3� ; �� = � 2 4 12 �
 + 2 3−2 −��
 + 2� � − 3     13√2 − 3�. 
 
 El rango de M en función del parámetro α es el siguiente: 
 

|�| = � 2 4 12 �
 + 2 3−2 −��
 + 2� � − 3� =  

 = 2�� − 3���
 + 2� − 2��
 + 2� − 24 + 2��
 + 2� + 6��
 + 2� − 8�� − 3� =  
 = 2�� − 3���
 + 2� − 24 + 6��
 + 2� − 8� + 24 =  
 = ��
 + 2��2� − 6 + 6� − 8� = 2� · ��
 + 2� − 8� = 2�� + 4� − 8� =  
 = 2�� − 4� = 2���
 − 2� = 0 ⇒ �� = 0, �
 = −√2, �� = √2. 
 

!�"� # � ≠ 0� ≠ −√2� ≠ √2 % ⇒ &�' � = &�' �� = 3 = 'º )'*ó,. ⇒ .. /. 0.  
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        !�"� � = 0 ⇒ �� = 1 2 4 12 2 3−2 −2 −3     13√2 − 32 ⇒ &�', �� ⇒ 3/�, /
, /45 ⇒  

 

⇒ � 2 4 12 2 3−2 −2 √2 − 3� = 4√2 − 12 − 4 − 24 + 4 + 12 − 8√2 + 24 = −4√2 ≠ 0 

 ⇒ &�', �� = 3. 
 

 !�"� � = −√2 ⇒ �� = 1 2 4 12 4 3−2 −4 −√2 − 3     13√2 − 32 ⇒ &�', �� ⇒ 

 

⇒ 3/�, /�, /45 ⇒ � 2 1 12 3 3−2 −√2 − 3 √2 − 3� =  

 = 6√2 − 18 − 2√2 − 6 − 6 + 6 − 6√2 + 18 − 2√2 + 6 = −4√2 ≠ 0 ⇒  
 ⇒ &�', �� = 3. 
 !�"� 6 � = 0� = −√27 ⇒ &�' � = 2;  &�' �� = 3 ⇒ .)89:;� )'*<;=�9)>?:.  
 

 !�"� � = √2 ⇒ �� = 1 2 4 12 4 3−2 −4 √2 − 3     13√2 − 32 ⇒ 3/� = /45 ⇒ 

 ⇒ &�', �� = 2. 
 !�"� � = √2 ⇒ &�' � = &�' �� = 2 < 'º )'*ó,. ⇒ .. /. A. 

 
 Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinado 
aplicando el método de Gauss: 
 

�� = � 2 4 12 �
 + 2 3−2 −��
 + 2� � − 3     13√2 − 3� ⇒ 6B
 → B
 − B�B� → B� + B
7 ⇒  

 

⇒ 12 4 10 �
 − 2 20 0 �     12√22 ⇒ �� = √2 ⇒ � = √
D . 

 

��
 − 2�� + 2� = 2 ⇒ � = 
E
FDGE
 = 
EG√GHDGE
 = GHIG√GHDGE
 = 
JDE√
KD�DGE
�. 
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2� + 4� + � = 1 ⇒ 2� = 1 − 4� − � = 1 + ELJDE√
KD�DGE
� + E√
D =  

 = D�DGE
�ELJDE√
KE√
�DGE
�D�DGE
� = DME
DELDNL√
EDG√
N
√
D�DGE
� = DME�ODN�O√
EDG√
D�DGE
� =  

 = DGJDE√
KE�OJDE√
KD�DGE
� = JDE√
K�DGE�O�D�DGE
� ⇒ � = JDE√
K�DGE�O�
D�DGE
� .  

 .<?P*)ó': � = JDE√
K�DGE�O�
D�DGE
� , � = 
JDE√
KD�DGE
� ,   � = √
D ;   ∀� ∈ & − T0, √2U. 
 
 Se resuelve ahora para � = √2 en cuyo caso el sistema es: 
 

�2� + 4� + � = 1                                2� + 4� + 3� = 3                             −2� − 4� + J√2 − 3K� = √2 − 3, que es compatible indeterminado. 

 
 Para su resolución se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y se 
parametriza una de las incógnitas, por ejemplo � = V, con lo que resulta: 
 

 2� + 4V + � = 1  2� + 4V + 3� = 3W  2� + � = 1 − 4V  2� + 3� = 3 − 4VW  −2� − � = −1 + 4V    2� + 3� = 3 − 4VW ⇒ 2� = 2 ⇒ 

 ⇒ � = 1;   2� + � = 1 − 4V;   2� = 1 − 4V − 1 = −4V ⇒ � = −2V. 
  

.<?P*)ó': #� = −2V� = V      � = 1      , ∀V ∈ &. 

 
********** 

  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



   

2º) Comprueba que las rectas " ≡ YE�� = ZN�
 = FE�E
  y 8 ≡ Y
 = Z� = FN�
  se cortan 

perpendicularmente y halla el punto P de corte. Encuentra un punto & ∈ " y un punto . ∈ 8 de forma que P, R , S sean vértices de un triángulo rectángulo cuyos catetos son 
de longitud 3. 

---------- 
 
 Un punto y un vector de " son [�1, −1, 1� y \]^̂ ^⃗ = �1, 2, −2�. 
 
 Un punto y un vector de 8 son ̀ �0, 0, −3� y \a^̂^⃗ = �2, 1, 2�. 
 

Los vectores \]^̂ ^⃗  y \a^̂^⃗  son linealmente independientes por no ser proporcionales 
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferenciar 
el caso hacemos lo siguiente: 
  Se considera el vector ô⃗̂ que tiene como origen el punto [ ∈ " y extremo el punto ` ∈ 8: ô⃗̂ = [`^̂^̂ ^⃗ = w` − [x = w�0, 0, −3� − �1, −1, 1�x = �−1, 1, −4�.   Según que los vectores 3\]^̂ ^⃗ , \a^̂^⃗ , ô⃗̂5 sean o no coplanarios las rectas " y 8 se cortan o se cruzan, respectivamente.   Los vectores 3\]^̂ ^⃗ , \a^̂^⃗ , ô⃗̂5 son coplanarios cuando el rango del determinante que forman es cero y las rectas " y 8 se cortan; en caso contrario, se cruzan.  
 &�', 3\]^̂ ^⃗ , \a^̂^⃗ , ô⃗̂5 ⇒ � 1 2 −22 1 2−1 1 −4� = −4 − 4 − 4 − 2 − 2 + 16 = 0 ⇒ 
 ⇒ &�', 3\]^̂ ^⃗ , \a^̂^⃗ , ô⃗̂5 = 2 ⇒ \]^̂ ^⃗ , \a^̂^⃗ , ô⃗̂ 8<' *<=?�'�")<8.    }�8 ":*9�8 " � 8 8: *<"9�'.   Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores; dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:   \]^̂ ^⃗ · \a^̂^⃗ = �1, 2, −2� · �2, 1, 2� = 2 + 2 − 4 = 0.  �P:�� *<;="<>��< �P: ?�8 ":*9�8 " � 8 8: *<"9�' =:"=:'�)*P?�";:'9:. 
 
 El punto P de corte de ambas rectas es el siguiente: 
 YE�� = Y
 ;   2� − 2 = �;   � = 2.  

ZN�
 = Z� ;   � + 1 = 2�;   � = 1. 

 FE�E
 = FN�
 ;   2� − 2 = −2� − 6;   4� = −4;   � = −1 ⇒  !�2, 1, −1�. 
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 Las expresiones de ambas rectas por ecuaciones paramétricas son las siguientes:  
 

" ≡ #� = 1 + V     � = −1 + 2V� = 1 − 2V    � 8 ≡ #� = 2V           � = V            � = −3 + 2V. 

 
 Unos puntos de " y 8 son &�1 + V, −1 + 2V, 1 − 2V� y .�2V, V, −3 + 2V�. 
 
 Los puntos P, R y S determinan los siguiente vectores: 
 
 !&^̂^̂^⃗ = w& − !x = w�1 + V, −1 + 2V, 1 − 2V� − �2, 1, −1�x = 
 = �−1 + V, −2 + 2V, 2 − 2V�. 
 

 �!&^̂^̂^⃗ � = 3 ⇒ ��−1 + V�
 + �−2 + 2V�
 + �2 − 2V�
 = 3; 
 1 − 2V + V
 + 4 − 8V + 4V
 + 4 − 8V + 4V
 = 9;  9V
 − 18V + 9 = 9;  
 9V
 − 18V = 0;  V
 − 2V = 0;   V�V − 2� = 0 ⇒ V� = 0, V
 = 2. 
 
 V� = 0 ⇒ &��1, −1, 1�.  V
 = 2 ⇒ &
�3, 3, −3�. 

 

 !.^̂ ^̂ ⃗ = w. − !x = w�2V, V, −3 + 2V� − �2, 1, −1�x = 
 = �−2 + 2V, −1 + V, −2 + 2V�. 
 

 �!.^̂ ^̂ ⃗� = 3 ⇒ ��−2 + 2V�
 + �−1 + V�
 + �−2 + 2V�
 = 3; 
 4 − 8V + 4V
 + 1 − 2V + V
 + 4 − 8V + 4V
 = 9;  9V
 − 18V = 0;  V
 − 2V = 0;  
 V�V − 2� = 0 ⇒ V� = 0, V
 = 2. 
 
 V� = 0 ⇒ .��0, 0, −3�.  V
 = 2 ⇒ .
�4, 2, 1�. 

 
********** 
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3º) Calcula las siguientes integrales indefinidas: 
 ��  A = � �YYGEYE
.    >�  A = � �
 · :
Y · ��. 

 
---------- ��   A = � �YYGEYE
.  

 

 �
 − � − 2 = 0;   � = �±√�NL
 = �±�
 ⇒ �� = −1, �
 = 2. 

 
 �
 − � − 2 = �� + 1��� − 2�. 
 

         
�YGEYE
 = �YN� + �YE
 = �YE
�N�YN��YN���YE
� = ��N��YN�E
�N��YGEYE
 ⇒     � + � = 0−2� + � = 1W ⇒  

 ⇒      � + � = 02� − � = −1W ⇒ 3� = −1;   � = − �� ;  − �� + � = 0 ⇒ � = ��. 

 

 A = � �YGNYE
 · �� = � � E�MYN� + �MYE
 � · �� = − �� · }|� + 1| + �� · }|� − 2| + / = 

 

= �� · �}|� − 2| − }|� + 1|� = } ��YE
YN��M + /. 

 

A = � �YYGEYE
 = }��YE
YN��M + /. 

 >�   A = � �
 · :
Y · ��. 
 A = � �
:
Y · �� ⇒ 6 P = �
 → �P = 2���:
Y�� = �\ → \ = �G:
Y7 ⇒ �
 �
 :
Y − � :
Y2� · �
 �� =  

 = �
 �
 · :
Y − � � · :
Y · �� = �
 �
 · :
Y − [.      (*) 

 

  [ = � �:
Y · �� ⇒ 6 P = � → �P = ��:
Y · �� = �\ → \ = �G:
Y7 ⇒ � · �
 :
Y − � �
 :
Y · �� = 

 = �
 � · :
Y − �4 :
Y + / = �4 :
Y�2� − 1� + /. 

 
 Sustituyendo en (*) el valor de A: 
 

 A = �
 �
 · :
Y − �4 · :
Y�2� − 1� + / = �4 :
Y�2�
 − 2� + 1� + /. 
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A = � �
 · :
Y · �� = �4 :
Y�2�
 − 2� + 1� + /. 

 
********** 
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4º) Demuestra que existe � ∈ �0, 2� tal que  ����� = − ��, siendo la función primitiva ���� = �� + 1��YE��·�����G . Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 
 

---------- 
 
Las funciones ���� y ����� son continuas y derivables en el intervalo �0, 2�. 
 ���� = �� + 1��YE��·�����G ⇒ }w����x = ��� − 1� · cos �Y
 � · }�� + 1�. 

 
Derivando: 
 ���Y���Y� = �1 · cos �Y
 − �� − 1� · �
 · sen �Y
 � }�� + 1� + ��� − 1� · cos �Y
 � · �YN� =  

 = �cos �Y
 − ��YE��
 · sen �Y
 � }�� + 1� + YE�YN� · cos �Y
  ⇒  

 ⇒  ����� = �� + 1��YE��·�����G · ��cos �Y
 − ��YE��
 · sen �Y
 � }�� + 1� + YE�YN� · cos �Y
 W. 

 ���0� = 1E�·� · ��1 + �
 · 0� · 0 − 1W = −1. 

 ���1� = 2O·O · 3w0 − 0 · 1x}2 + 0 · 05 = 2 · 0 = 0. 
 
En el intervalo �0, 1� ∈ �0, 2� le es aplicable a ����� el teorema de los Valores 

Intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una función ���� es continua en un 
intervalo w�, >x y un número � está comprendido entre los valores extremos de la 
función, o sea, ���� ≤ � ≤ ��>� o ���� ≥ � ≥ ��>�, entonces existe un valor * ∈w�, >x tal que ��*� = �”. 

 

Como quiera que es ���0� = −1 < − �� < ���1� = 0: 

 ∃� ∈ �0, 2� 9�? �P: ����� = − �� , *<;< 9:'í�;<8 �P: �:;<89"�". 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Encuentra la matriz X que verifica 7[ − [¢ = ` · `£ · ¤, siendo [ = ¥ 1 0−1 1¦ y 

` = ¥2 0 −11 1 0 ¦. 

---------- 
 
 7[ − [¢ = ` · `£ · ¤;   7[ − [¢ = � · ¤;  �E� · �7[ − [¢� = �E� · � · ¤; 
 �E� · �7[ − [¢� = A · ¤ ⇒  ¤ = �E� · �7[ − [¢�. 
 

 � = ` · `£ = ¥2 0 −11 1 0 ¦ · 1 2 10 1−1 02 = ¥5 22 2¦.  

 |�| = �5 22 2� = 10 − 4 = 6. �£ = � = ¥5 22 2¦. [�¨. �: �£ = ¥ 2 −2−2 5 ¦.

  

 �E� = ©�ª.�« �¬
|�| = �­ · ¥ 2 −2−2 5 ¦. 

 [
 = [ · [ = ¥ 1 0−1 1¦ · ¥ 1 0−1 1¦ = ¥ 1 0−2 1¦. 

 [� = [
 · [ = ¥ 1 0−2 1¦ · ¥ 1 0−1 1¦ = ¥ 1 0−3 1¦. 

 
   ············· [¢ = ¥ 1 0−7 1¦.  7[ − [¢ = ¥ 7 0−7 7¦ − ¥ 1 0−7 1¦ = ¥6 00 6¦ = 6A. 

 
Sustituyendo los valores obtenidos en la expresión de X: 
 ¤ = �E� · �7[ − [¢� = �­ · ¥ 2 −2−2 5 ¦ · 6A = ¥ 2 −2−2 5 ¦. 

 ¤ = ¥ 2 −2−2 5 ¦. 

 
********** 
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2º) A, B y C son los puntos de corte del plano ® ≡ 4� + 2� + � − 4 = 0 con los ejes 

coordenados. Encuentra el punto D de la recta " ≡ YE�� = ZE�O = FE�E�  tal que A, B, C y 

D son vértices de un paralelepípedo de volumen 6 P�. 
 

---------- 
 

 ¯¨: ¤ ⇒ 8� ≡ �� = 0� = 0.  ¯¨: ° ⇒ 8
 ≡ �� = 0� = 0. ¯¨: ± ⇒ 8� ≡ 6� = 0� = 0. 

 

 Corte con el eje X: 
® ≡ 4� + 2� + � − 4 = 0                         8� ≡ �� = 0� = 0% ⇒ � = 1 ⇒ [�1, 0, 0�. 

 

 Corte con el eje Y: 
® ≡ 4� + 2� + � − 4 = 0                         8
 ≡ �� = 0� = 0% ⇒ � = 2 ⇒ `�0, 2, 0�. 

 

 Corte con el eje Z: 
® ≡ 4� + 2� + � − 4 = 0                         8� ≡ 6� = 0� = 0% ⇒ � = 4 ⇒ /�0, 0, 4�. 

 La expresión de " dada por unas ecuaciones paramétricas es " ≡ #� = 1 + V� = 3       � = 3 − V. 

 El punto D tiene por expresión general: 0�1 + V, 3, 3 − V�. 
 

Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores: 
 
 [`^̂^̂ ^⃗ = w` − [x = w�0, 2, 0� − �1, 0, 0�x = �−1, 2, 0�. 
 
 [/^̂^̂^⃗ = w/ − [x = w�0, 0, 4� − �1, 0, 0�x = �−1, 0, 4�. 
 

 [0^̂ ^̂ ^⃗ = w0 − [x = w�1 + V, 3, 3 − V� − �1, 0, 0�x = �V, 3, 3 − V�. 
 
 Sabiendo que el volumen de un paralelepípedo es el producto mixto de los tres 
vectores que lo determinan: 
  

 ²©³´µ = ¶−1 2 0−1 0 4V 3 3 − V¶ = 6;  |8V + 12 + 2�3 − V�| = 6;   
 |4V + 6 + 3 − V| = 3; |3V + 9| = 3 ⇒ |V + 3| = 1 ⇒ V + 3 = ±1 ⇒. 
 ⇒ V� = −4 ⇒ 0��−3, 3, 7�;  V
 = −2 ⇒ 0
�−1, 3, 5�. 

 
********** 
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3º) Demuestra que existe · ∈ �0, 1� tal que  ���·� = 3 siendo la función primitiva ���� = �� + 1��YN��. Menciona el resultado teórico empleado y justifica su uso. 
 

---------- 
 
 La función ���� = �� + 1��YN�� es continua y derivable en �0, 1�. 
 
 ��0� = �0 + 1��ON�� = 1 
 
 ��1� = �1 + 1���N�� = 2
 = 4. 
 
 }w����x = }�� + 1��YN�� = �� + 1� · }�� + 1�. 
 
 Derivando: 
 

 
���Y���Y� = 1 · }�� + 1� + �� + 1� · �YN� = 1 + }�� + 1�. 

 
 ����� = �� + 1��YN�� · w1 + }�� + 1�x. 
 
 ���0� = �0 + 1��ON�� · w1 + }�0 + 1�x = 1 · 1 = 1. 
 
 ���1� = �1 + 1���N�� · w1 + }�2 + 1�x = 4 · �1 + }3� ≅ 8,39. 
 

Por ser ���0� ≠ ���1� no es posible la aplicación del teorema de Rolle, pero si 
es posible la aplicación del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de Darboux 
que dice: “si una función ���� es continua en un intervalo w�, >x y un número � está 
comprendido entre los valores extremos de la función, o sea, ���� ≤ � ≤ ��>� o ���� ≥ � ≥ ��>�, entonces existe un valor * ∈ w�, >x tal que ��*� = �”. 

 
Como es ���0� < 3 < ���1� ⇒ ∃� ∈ �0, 1� 9�? �P: ����� = 3.  

 }< �'9:")<" �:;P:89"� ?< =:�)�<. 

 
********** 
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4º) Dadas las funciones: ���� = sen �Y
  y ,��� = �� − 4�, encuentra los tres puntos 

en que se cortan. Calcula el área de la región del plano encerrada entre ambas curvas. 
 

---------- 
 
 Los tres puntos de corte son [�−2, 0�, ¹�0, 0� � `�2, 0�. 
 
 Teniendo en cuenta que ��−�� = −���� � ,�−�� = −,���, ambas funciones 
son simétricas con respecto al origen. 
 
 Considerando el valor � = 1 ∈ �0, 2�: 
 
 ��1� = 8:' �
 = 1;   ,�1� = 1 − 4 = −3 ⇒ ��1� > ,�1�. 
 
 De lo expresado anteriormente se deduce la superficie a calcular, que es la 
siguiente: 
 

 . = 2 · � w���� − ,���x
O · �� = 2 · � �sen �Y
 − ��� − 4���
O · �� = 

 = 2 · � sen �Y

O · �� − 2 · � ��� − 4��
O · �� = 2� − 2�.     (*) 

 

 � = � sen �Y

O · �� ⇒ # �Y
 = 9
�� = 
� · �9�� = 2 → 9 = ®� = 0 → 9 = 0% ⇒ � 8:' 9�O · 
� · �9 =  

 = 
� · w−*<8 9xO� = 
� · w*<8 9x�O = 
� · �cos 0 − cos ®� = 
� · w1 − �−1�x = 4�. 

 

 � = � ��� − 4��
O · �� = �Y»
4 − 4YG


 �O

 = �Y»

4 − 2�
�O

 = ¥
»

4 − 2 · 2
¦ − 0 = 

 = 4 − 8 = −4. 
 
 Sustituyendo los valores obtenidos de M y N en la expresión (*): 
 

 . = 2� − 2� = 2 · 4� − 2 · �−4� = L� + 8 = LNL�� = L��N��� . 

 . = L��N���  P
 ≅ 10,55 P
. 

 
********** 
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