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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones propuestas (A o B).

OPCION A

2x +4y+z=1

1°) Estudia el siguiente sistefhdx + (a* + 2)y + 3z = 3 dependiente
—2x—(a®*+2)y+(a—3)z=+v2-3

del parametro real y resuélvelo en los casos en que es compatible.

a)
Las matrices de coeficientes y ampliadas del sistema son las siguientes:
2 4 1 2 4 1 1
M=]2 a?+2 3 };M’:[Z a® + 2 3 3
-2 —(a*+2) a-3 -2 —(@*+2) a-3 +2-3
El rango de M en funcion del parametres el siguiente:
2 4 1
M| =] 2 a’ + 2 3 |=
-2 —(a*+2) a-3

=2(@a—-3)@a*+2)-2@*+2)—-24+2@*+2)+6(a*+2)—8(a—-3) =
=2(@—-3)(@a*+2)—-24+6(a’?+2)—8a+24=
=(@?*+2)2a—-6+6)—8a=2a-(a’*+2)—8a=2a%+4a—8a =
=2a%—4a=2a(a*-2)=0=>a, =0,x, = —V2,x; = V2.

a+0
Para {ai —\/E}:RanM=RanM’ =3 =n%incdg.= S.C.D.
a#\2

Antonio Menguiano



2 4 1 1
Paraa=0=>M’=<2 2 3 3 >=>RangM’=>{Cl,C2,C4}=>
-2 -2 -3 +2-3

2 4 1
>2 2 3 |=4V2—-12—-4—-244+4+12—-8V2+24=—4V2#0
—2 -2 V2-3
= Rang M’ = 3.
2 4 1 1
Paraa=—\/§=>M’:<2 4 3 3 >=>RangM’=>
-2 —4 —2-3 2-3
2 1 1
= {C,C3,C} = |2 3 3 |=
-2 —2-3 V2-3

=6V2—18—-2V2—-6—-6+6—-6V2+18—-2V2+6=—-4/2 0=
= Rang M’ = 3.

Para {a a_:_i)/z} = Ran M = 2; Ran M' = 3 = Sistema incompatible.

2 4 1 1
Paraa=\/§=>M’=<2 4 3 3 ):{C3=C4}=>
-2 -4 v2-3 2-3

= Rang M' = 2.

Paraa =2 = RanM = Ran M' = 2 < n? incég.= S.C.I.

Se resuelve, en primer lugar, cuando el sistema es compatible determinad
aplicando el método de Gauss:
2 4 1 1
M' = [ 2 a’ + 2 3 3
-2 —(a*+2) a-3 +2-3

F, > F,—F
:{Fs_’Fs‘FFz}:'

2 4 1 1 s
>0 a2=2 2 2 |2az=V2=>z=2%X
a

0 0 a 2

2v2 2a-2v2
2-2z 2= z _ 2(a—V2)

(a>—=2)y+2z=2>y=

az-2  a?-2 a?-2 a(a?-2)’



2x+4y+z:1:>2x:1_4y_2=1+—8(a—\/§)+_\/5=

a(a2-2) a

_a(a®*-2)-8(a—v2)-v2(a?-2) _ a®-2a-8a+8vV2-a?V2+2v2 _ a®-10a+10VZ-a?v2 _
- a(a?-2) o a(a?-2) o a(a?-2)

__a*(a—v2)-10(a—v2) _ (a—v2)(a*-10) oy = (a—v2)(a?-10)

a(a2-2) a(a2-2) 2a(a2-2)
. _ (a=—2)(a*-10) _ 2(a—V2) _ vz, _
Solucién: x = e Y S aw LT VYa ER {0, \/f}

Se resuelve ahora para= v/2 en cuyo caso el sistema es:

2x+4y+z=1
2x +4y +3z=3 , que es compatible indeterminado.
—2x—4y+(\/§—3)z=\/§—3

Para su resolucion se elimina una de las ecuaciones, por ejemplo la tercera, y
parametriza una de las incognitas, por ejemptoA, con lo que resulta:

2x+4/1+z=1} 2x+z=1—4/1} —2x—z=-1+4+4A

2x +41+3z=3) 2x+3z=3—4A 2x+32=3_4/1}$2222$

>z=1;, 2x+z=1—-4;, 2x=1—41—-1=—41=>x = -21.
x =—2A1

Solucion:yy =1 ,VAER.
z=1
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-1 +1 -1 +3
2°) Comprueba que las rectas xl = yz = Z_Z y s = g = % = ZT se cortan
perpendicularmente y halla el punto P de corte. Encuentra un puntoy un punto
S € s de forma que P, R, S sean vértices de un triAngulo rectangulo cuyos catetos s

de longitud 3.

Un punto y un vector desonA(1,—-1,1) yv, = (1,2, -2).

Un punto y un vector desonB(0,0,—3) y v, = (2,1, 2).

Los vectore®, y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas r y s se cortan o se cruzan. Para diferen

el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vector w que tiene como origen el punto A € r y extremo el
punto B € s:w = AB = [B — A] = [(0,0,-3) — (1,—1,1)] = (=1,1,—4).

Segun que los vectores {v,, v;, W} sean o no coplanarios las rectas r y s se
cortan o se cruzan, respectivamente.

Los vectores {v,, v,, w} son coplanarios cuando el rango del determinante
que forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 2 =2
Rang v,,vow}=|2 1 2|=-4-4—-4-2-2+16=0=
-1 1 -4

= Rang {v,,v,,W} = 2 = v,, v, W son coplanarios.

Las rectasr Yy S se cortan.

Dos rectas son perpendiculares cuando lo son sus vectores directores; dos
vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:

v =(1,2-2)-(21,2)=2+2—-4=0,

Queda comprobado que las rectas r y s se cortan perpendicularmente.

El punto P de corte de ambas rectas es el siguiente:

x=1 __x R _ y+1i _y, _ . —
- =3 2x —2=x; x = 2. - —1,y+1—2y,y—1.
z—-1 z+3

= 2z—2=-22—6; 4z=—-4; z=-1 = P(2,1,-1).



Las expresiones de ambas rectas por ecuaciones paramétricas son las siguien

x=14+A1 x =24
rE{y=—1+2/1ySE{y=/1 :
z=1-21 z=-3+42A

Unos puntos dey s sonR(1 + A4, —1 + 24,1 —21) yS(24, 4, —3 + 21).
Los puntos P, Ry S determinan los siguiente vectores:
PR=[R-Pl=[1+A4-1+2,1-21)—-(2,1,-1)] =

= (=14+1,—-2+212—22).

|PR| =3= J(=1+ )2+ (=2 + 212+ (2 - 22)% = 3;
1—224+224+4—-814+412+4—-81+42>°=9; 912 —-181+9=09;
922 —181=10; 22—-21=0; A(1—-2)=0=> 1, =0,1, = 2.

A =0=R.(1,—-1,1). A, =2 = R,(3,3,-3).

PS=[S—P]=[(24 1 -3 +21) — (2,1,-1)] =

= (=2+424,-1+2,-2+22).

|PS| =3 = (=2 + 202+ (1 + D2+ (=2 + 22)? = 3;
4—8A+42%2+1—-221+22+4—-81+412=9; 912 —181=0; A2 —21=0;
A=2)=0=21,=0,1, = 2.

A, =0=5,(0,0,-3). A, =2=5,(421).
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39) Calcula las siguientes integrales indefinidas:

a) I = fxzit—z' b) I = [x?.e?* - dx.
a)
dx
I_fxz—x—z'
x?—x—-2=0; x=1i21+8=1§3=>x1=—1,x2=2.

x2—x—-2=(x+1)(x-2).

1 M N _ Mx—-2M+Nx+N _ (M+N)x+(—2M+N) M+N=0}
x2-x-2  x+1  x-2  (x+D(x-2) x2—x-2 —2M+N=1
M+N=0 1. M 1. 1 — _1

S L )P =l M= =2 4 N=0> N =,

xZ4+x-2 x+1 x—2

1 3[|x—2
=2 (Llx—2| - Llx+1) =1 /m|+c-

===’

xZ2—x-2

1 1
I=[——-dx=[(—=2+—")-dx=—Z-Llx+1|+--Llx—2|+C=
3 3

E|+C.

x+1

b)
I=[x* e*.dx.
u=x2-du=2xdx 1 1
I=fxzezx-dx:>{ez,cdx:dv_)vzlez,c} szBZx_erxe_de:
2
=%x2-ezx—fx-ezx-dx=%x2-ezx—A. (*)

A=fxe2x-dx=>{ u=x - du=dx }

e dx =dv—-v=_le*
=%x-ezx—lezx+C=lezx(2x—1)+C.

4 4

Sustituyendo en (*) el valor de A:

I=-x% e¥ —=. e (2x— 1)+ C = ;e (2x* — 22+ 1) + C.



I:fxz-ezx-dx=%ezx(2x2—2x+1)+C.
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4°) Demuestra que existee (0,2) tal que f'(a) = _§1 siendo la funcién primitiva

F(x) = (x + DF V% Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

Las funcione¥ (x) y f'(x) son continuas y derivables en el intervd2).

X

fO) = G+ DT 5 L[F)] = [(x = 1) - cosZ] - Lx + D).

Derivando:

IO 1. cos™ — (x—1)- %+ con™ 1) cos ™ L =
f(x)—[l cos— (x—1) ” senz]L(x+1)+[(x 1) cosz] — =

= [cosE _mal), senﬂ] Lix+1)+ L cos®E =
2 2 2 x+1 2

nx nw(x—1)

= f'(x) =(x+ 1)-Deosy {[COS? —

. senﬂ] Lx+1)+ 1. cosﬂ}.
2 x+1 2

’ — 1-11 T _ —_4
£10) =1 -{[1+5-0]-0 1}_ 1
f'(1)=2°°-{[0-0-1]L2+0-0}=2-0=0.
En el intervalo(0,1) € (0,2) le es aplicable &'(x) el teorema de los Valores
Intermedios o propiedad de Darboux que dice: “si una funighes continua en un
intervalo [a, b] Yy un nimerok esta comprendido entre los valores extremos de la

funcién, o seaf(a) <k < f(b) o f(a) = k = f(b), entonces existe un valore
[a, b] tal quef(c) = k.

Como quieraque ¢5(0) = -1 < —% <f'(1)=0:

Jda € (0,2) tal que f'(a) = —%, como teniamos que demostrar.
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OPCION B

1°) Encuentra la matriz X que verifigdl — A” = B - B - X, siendoA = ( 1 0) y

2 0 -1 -t
B=(1 1 o)'

JA—A"=B-B'-X; TA—AT=M-X; M- (7JA-A)=M"1-M-X;
M- (7TA-—A)=1-X > X=M"1-(7A-47).

2 1
merw=( 8 00 1)-C )

|M|=|g §=10—4=6. Mt=M=(§ g) Adj.deMt=(_22 _52)

_1 _ AdjdeM' 1 (2 =2
M= = (—2 5)'

AZ:A'A:(—11 (1))(—11 (1)):(—12 (1))

A3:A2'A=(—12 (1))(—11 (1))2(—13 (1))

=G D) =5 0)-(G D= o=e

Sustituyendo los valores obtenidos en la expresion de X:

X=M"1-(7A-A7 :%'(—22 _52)'61 = (—22 _52)

X= (—22 _52)
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2°) A, By C son los puntos de corte del plang 4x + 2y + z — 4 = 0 con los ejes
coordenados. Encuentra el punto D de la r’zets.tax;—1 =23 = ? tal que A, B, Cy

0
D son vértices de un paralelepipedo de volume 6

; _(y=0 L. _(x=0 . ={x=0
E]eX:sl_{Zzo. E]eY:sz_{Zzo. E]eZ=>53_y=0.
n=4x+2y+z—4=0
Corte con el eje X: _ {y = 0} =>x=1= A(1,0,0).
=1 =0
n=4x+2y+z—-4=0
Corte con el eje Y: _(x=0r=>y=2>=B(0,2,0).
52={2=0
n=4x+2y+z—-4=0
Corte con el eje Z: _ {x = 0} =z=4=C((0,0,4).
3 = y=0
x=1+21
La expresion de dada por unas ecuaciones paramétricassesy =3 .
z=3-1

El punto D tiene por expresion geneia(l + 1,3,3 — 4).
Los puntos A, B, C y D determinan los siguientes vectores:
AB = [B — A] = [(0,2,0) — (1,0,0)] = (—1,2,0).

AC = [C — A] =[(0,0,4) — (1,0,0)] = (—1,0,4).

|

AD=[D-A]=[(1+213,3-21)—(1,0,0)] = (1,3,3 - 1).

Sabiendo que el volumen de un paralelepipedo es el producto mixto de los tre
vectores que lo determinan:

-1
-1
A

=6; |8A+12+2(3-1)| =6;

0
Vagep = 4

2
0
3 3-121
|41+ 6+3—-21]=3;1|1314+9|=3=2|1+3|=1=21+3=+1>.
=4 ﬂ’l = _4‘ = Dl(_g' 3, 7), /12 == _2 = Dz(_l, 3, 5).
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3°) Demuestra que existee (0,1) tal que f'(a) = 3 siendo la funcién primitiva
f(x) = (x + D®*D, Menciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

La funcionf (x) = (x + 1)**D es continua y derivable €, 1).
f(O =0+ =1

f(D=0+1)0+D =22 =4,

LIfF)] =L(x +1D)*D = (x + 1) - L(x + 1).

Derivando:

e _ . L
f(x)—l Lx+1)+(x+1) x+1—1+L(x+1).

() =+ DD 1+ L(x + D).

F(0O=0+DOV.[1+L0+1D]=1-1=1.

FFO=Q+DEV . [1+LR2+1D]=4-(1+L3)=8,309.

Por serf’(0) # f'(1) no es posible la aplicacion del teorema de Rolle, pero si
es posible la aplicacion del teorema de los Valores Intermedios o propiedad de Darbot
que dice: “si una funcidfi(x) es continua en un intervala, b] y un niumerct esta
comprendido entre los valores extremos de la funcidén, of¢ea,< k < f(b) o
f(a) = k = f(b), entonces existe un valor [a, b] tal quef(c) = k”.

Comoes'(0) <3< f'(1) = 3a € (0,1) tal que f'(a) = 3.

Lo anterior demuestra lo pedido.
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4°) Dadas las funcioneg(x) = sen%x y g(x) = x3 — 4x, encuentra los tres puntos
en que se cortan. Calcula el area de la region del plano encerrada entre ambas curvi

Los tres puntos de corte sd(—2,0),0(0,0) y B(2,0).

Teniendo en cuenta qyé—x) = —f(x) y g(—x) = —g(x), ambas funciones
son simétricas con respecto al origen.

Considerando el valor=1 € (0, 2):
f(1) = sen g =1; g(1)=1—-4=-3=f(1) > g(1).

De lo expresado anteriormente se deduce la superficie a calcular, que es
siguiente:

S=2- foz[f(x) —g(x)]-dx=2- foz [sen% — (x3 - 4x)] cdx =

=2 [Csen-dx—2- [J(x*—4x)-dx=2M —2N. (¥

X

— =t

szzsenﬂ-dx: ¢ X=2-t=m
0 2

2
}:fonsent-;-dt=

dx=%-dtx=0—’t:0
2 2 2 2 4
= [—cost]’OT=;-[cost]?t=;-(c050—cos7r)=;-[1—(—1)]=;.
N = [2(x®—4x) - d —[14—4—’“22—[’“—4—2 2]2—(2—4—2-22)—0—
= Jo X X)-ax =17 21y La x o \4 -
=4-8=—4

Sustituyendo los valores obtenidos de My N en la expresion (*):

8+8m _ 8(1+m)

Y A

S=2M—-2N=2-2-2.(-4)=2+8=
T T

S = @ u? = 10,55 u?.
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