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MATEMÁTICAS II             Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
Realiza una de las dos opciones, A o B. 
 
OPCIÓN A 

1º) Estudia el sistema de ecuaciones �� + 2� = 1                                                 � + 	
 + 4�� + 	
 + 1�
 = 0                −	
 + 2�� + 	
� + 3
 + 2�
 = 
 + 4 depen-

diente del parámetro real 
 y resuélvelo en los casos en que sea compatible. 
 

----------  
 
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 

 

� = �1 2 01 
 + 4 
 + 10 −
 − 2 
� + 3
 + 2�  � �′ = �1 2 01 
 + 4 
 + 10 −
 − 2 
� + 3
 + 2    10
 + 4�. 

 
El rango de la matriz de coeficientes en función del parámetro 
 es el siguiente: 
 

|�| = �1 2 01 
 + 4 
 + 10 −
 − 2 
� + 3
 + 2� =  

 = 	
 + 4�	
� + 3
 + 2� − 	
 + 1�	−
 − 2� − 2	
� + 3
 + 2� =  
 = 
� + 3
� + 2
 + 4
� + 12
 + 8 + 
� + 2
 + 
 + 2 − 2
� − 6
 − 4 =  
 = 
� + 6
� + 11
 + 6 = 0.   
  
 Resolviendo por Ruffini: 
 ⇒ 
� = −1, 
� = −2, 
� = −3. 

 

�
�
  
 ≠ −1
 ≠ −2
 ≠ −3" ⇒ #
$% & = #
$% &' = 3 = $º )$*ó%. ⇒ -. .. /. 
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�
�
 
 = −1 ⇒ �' = �1 2 01 3 00 −1 0     103� ⇒ #
$% �' ⇒ 0.�, .�, .12 ⇒ 

 

⇒ 31 2 11 3 00 −1 34 = 9 − 1 − 6 = 2 ≠ 0 ⇒ #
$% �' = 3.  

 

�
�
 6 = −2 ⇒ �' = �1 2 01 2 −10 0 0     102� ⇒ #
$% �' ⇒ 0.� = 2.�2 ⇒   

 

⇒ 0.�, .�, .12 ⇒ 31 0 11 −1 00 0 24 = −2 ≠ 0 ⇒ #
$% �' = 3.  

 �
�
 7
 = −1
 = −28 ⇒ #
$% � = 2;  #
$% �' = 3 ⇒ -):;<6
 )$*=6>
;)?@<. 
 

�
�
 
 = −3 ⇒ �' = �1 2 01 1 −20 1 2     101� ⇒ 0A� − A� = A�2 ⇒ #
$% �' = 2. 

 �
�
 
 = −3 ⇒ #
$% & = #
$% &' = 2 < $º )$*ó%. ⇒ -. .. C. 

 
 Se resuelve en primer lugar para 
 ≠ −1, 
 ≠ −2 � 
 ≠ −3 por la regla de 
Cramer: 

 � = � � � DD EF1 EF�EF1 GEG� EHF�EF��
	EF��	EF��	EF�� = 	EF1�	EHF�EF��F�	EF��	EF1�F	EF��	EF��	EF��	EF��	EF�� = 

 = EIF�EHF�EF1EHF��EFJF	EF��	�EFJFEF��	EF��	EF��	EF�� = EIFKEHF�1EFJF	EF��	�EF�D�	EF��	EF��	EF�� =  

 = EIFKEHF�1EFJF�EHF�DEF�EF�D	EF��	EF��	EF�� = EIF�DEHF�KEF�J	EF��	EF��	EF�� = 	EF��	EF��	EFL�	EF��	EF��	EF�� = EFLEF� = �.  

 

 � = �� � D� D EF�D EF1 EHF�EF��
	EF��	EF��	EF�� = G	EF1�	EF��G	EHF�EF��	EF��	EF��	EF�� = GEHGMEG1GEHG�EG�	EF��	EF��	EF�� = 

 = G�EHGJEGL	EF��	EF��	EF�� = G�·	EHF1EF��	EF��	EF��	EF�� = −2 · 	EF��	EF��	EF��	EF��	EF�� = G�EF� = �.  

 


 = �� � �� EF1 DD GEG� EF1�
	EF��	EF��	EF�� = 	EF1�	EF1�GEG�G�	EF1�	EF��	EF��	EF�� = EHFJEF�LGEG�G�EGJ	EF��	EF��	EF�� =  

 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



= EHFMEFL	EF��	EF��	EF�� = 	EF��	EF��	EF��	EF��	EF�� = �EF� = 
.  

 -=@O*)ó$: � = EFLEF� ;   � = G�EF� ;   
 = �EF� , ∀
 ∈ # − 0−1, −2, −32. 
 

 Para 
 = −3 el sistema resulta  � + 2� = 1       � + � − 2
 = 0� + 2
 = 1        , que es compatible indetermi-

nado. Despreciando la segunda ecuación y haciendo 
 = S: 
 
 � = 1 − 2S;   � = 1 − 2� = 1 − 2	1 − 2S� = 1 − 2 + 4S = −1 + 4S. 
 -=@O*)ó$: � = −1 + 4S;   � = 1 − 2S;   
 = S, ∀S ∈ #. 

 
********** 
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2º) Sean los puntos �	7, 4, 2�, U	1, 2, −2� � #	2, 1, −3�. Uno de ellos es el centro de 
un rombo, y los otros dos, vértices. Halla los dos vértices restantes. 
 

---------- 
 
 Los puntos �	7, 4, 2�, U	1, 2, −2� � #	2, 1, −3� determinan los siguientes vec-
tores: 
 
 U�VVVVV⃗ = X� − UY = X	7, 4, 2� − 	1, 2, −2�Y = 	6, 2, 4�. 
 #�VVVVV⃗ = X� − #Y = X	7, 4, 2� − 	2, 1, −3�Y = 	5, 3, 5�. 

 U#VVVVV⃗ = X# − UY = X	2, 1, −3� − 	1, 2, −2�Y = 	1, −1, −1�. 
 
Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero: 
 

         U�VVVVV⃗ · #�VVVVV⃗ = 	6, 2, 4� · 	5, 3, 5� = 30 + 6 + 20 = 56 ≠ 0 ⇒ U�VVVVV⃗  � #�VVVVV⃗  $= :=$ ⊥. 
 

         U�VVVVV⃗ · U#VVVVV⃗ = 	6, 2, 4� · 	1, −1, −1� = 6 − 2 − 4 = 0 ⇒ U�VVVVV⃗  � #�VVVVV⃗  :=$ ⊥. 
 \@ *<$;�= ]<@ �=6?= <: <@ >O$;= U	1, 2, −2�. 

 

 �U = ^	1 − 7�� + 	2 − 4�� + 	−2 − 2�� = √36 + 4 + 16 = √56. 
 

 �# = ^	2 − 7�� + 	1 − 4�� + 	−3 − 2�� = √25 + 9 + 25 = √59. 
 

 U# = ^	2 − 1�� + 	1 − 2�� + 	−3 + 2�� = √1 + 1 + 1 = √3. 
 
 De lo anterior se deduce que los puntos � � # determinan un lado del rectángulo 
y los puntos � � U determinan un segmento que es la mitad de la diagonal mayor y los 
puntos U � # determinan un segmento que es la mitad de la diagonal menor. 
 

De la observación de la figura adjunta se deducen las igualdades de los siguientes 
vectores: 
 

 U#VVVVV⃗ = `UVVVVV⃗ ⇒ 	1, −1, −1� = XU − `Y; 
 	1, −1, −1� = X	1, 2, −2� − 	�, �, 
�Y = 	1 − �, 2 − �, −2 − 
� ⇒  
 

⇒  1 − � = 1 → � = 0         2 − � = −1 → � = 3     −2 − 
 = −1 → 
 = −1" ⇒ `	0, 3, −1�. 

 

` 

- 
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U�VVVVV⃗ = -UVVVVV⃗ ⇒ 	6, 2, 4� = XU − -Y = X	1, 2, −2� − 	�, �, 
�Y =  
 

	6, 2, 4� = 	1 − �, 2 − �, −2 − 
� ⇒  1 − � = 6 → � = −5  2 − � = 2 → � = 0    −2 − 
 = 4 → 
 = −6" ⇒ -	−5, 0, −6�. 

 
********** 
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3º) Calcula las siguientes integrales: 
 
� C = b <cde �f · :<$ 3� · ]�.  ?� C = b ghi �f�FjkgH	�f� · ]�. 

 
---------- 
�  

C = b <cde �f · :<$ 3� · ]� ⇒ � cos	3�� = ;−3 · :<$ � · ]� = ];:<$ � · ]� = − �� · ];o ⇒ − �� · b <p · ]; =  

 = − �� · <p + . = − �� · <cde	�f� + .. 

 C = b <cde �f · :<$ 3� · ]� = − �� · <cde	�f� + .. 

 ?�  

C = b ghi �f�FjkgH	�f� · ]� = b �·ghi f·cde f�FjkgH	�f� · ]� ⇒ � cos 2� = ;−2 · :<$ 2� · ]� = ];:<$ 2� · ]� = − �� ]; o ⇒  

 ⇒ − �� b ��FpH · ]; = − �� · 
�* ;
% ; + . = − �� · 
�* ;
% 	cos 2�� + .. 

 C = b ghi �f�FjkgH	�f� · ]� = − �� · 
�* ;
% 	cos 2�� + .. 

 
********** 
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4º) Halla las asíntotas (no es necesario hacer el estudio de la posición de la curva res-

pecto a ellas) y los extremos relativos de la función � = q	�� = �fHFLfG� . 

 
---------- 

 
Asíntotas horizontales: son de la forma � = r y son los valores finitos de la fun-

ción cuando � tiende a más o menos infinito. 
 r = limf→Fv q	�� = limf→Fv �fHFLfG� = + ∞

r = limf→Gv q	�� = limf→Gv �fHFLfG� = − ∞o ⇒ x= ;)<$< 
:í$;=;
: ℎ=�)
=$;
@<:. 

  
 Asíntotas verticales: son los valores finitos de � que hacer que la función tienda 
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador. 
 � − 1 = 0 ⇒ � = 1 ⇒ {
 �<*;
 � = 1 <: 
:í$;=;
 |<�;)*
@. 
 

Asíntotas oblicuas: Son de la forma � = 6� + $, siendo: 
 6 = limf→v }	f�f   y  $ = limf→vXq	�� − 6�Y, con 6 finito y 6 ≠ 0. 

 

 6 = limf→v }	f�f = limf→v
H~H��~��f = limf→v �fHFLfHGf = 2. 

 

 $ = limf→vXq	�� − 6�Y = limf→v ��fHFLfG� − 2�� = limf→v �fHFLG�fHF�ffG� = 

 = limf→v �fFLfG� = 2.  &:í$;=;
 =?@)*O
: � = 2� + 2. 

 
Para que una función tenga un máximo o mínimo relativo en un punto es condi-

ción necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condición, que es 
necesaria, no es suficiente; para que exista un máximo o un mínimo es necesario que 
no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera deri-
vada. 
 

 �' = q'	�� = 1f·	fG��G	�fHFL�·�	fG��H = 1fHG1fG�fHGL	fG��H = �fHG1fGL	fG��H = �	fHG�fG��	fG��H . 

 

 �' = q'	�� = 0 ⇒ �	fHG�fG��	fG��H = 0 ⇒ �� − 2� − 3 = 0;   � = �±√1F��� = 

 = �±√�L� = �±1� = 1 ± 2 ⇒ �� = −1, �� = 3.  

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 Para diferenciar los máximos de los mínimos se recurre a la segunda derivada; 
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un mínimo y, si es negativa, 
de un máximo. 
 

         �'' = q''	�� = 	1fG1�·	fG��HG�	fHG�fG��·X�·	fG��·�Y	fG��� = 

 = 	1fG1�·	fG��G1	fHG�fG��	fG��I = 1fHG1fG1fF1G1fHFJfF��	fG��I = �L	fG��I.   
 

 q''	−1� = �L	G�G��I = �LGJ = −2 < 0 ⇒ �á�)6= �<@
;)|= >
�
 � = −1. 

 

 q	−1� = �·	G��HFLG�G� = �FLG� = −4 ⇒ �á�)6=: &	−1, −4�. 

 

 q''	3� = �L	�G��I = �LJ = 2 > 0 ⇒ �í$)6= �<@
;)|= >
�
 � = 3. 

 

 q	3� = �·�HFL�G� = �JFL� = 12 ⇒ �í$)6=: �	3, 12�. 

 
********** 
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OPCIÓN B 
 

1º) Sea la matriz & = �−1 1 2
 ? *� � 
� tal que |&| = −1. Calcular el determinante de la 

matriz &� · �p siendo � = � � � 
2
 − � 2? − � 2* − 

 + 1 ? − 1 * − 2 �. 

 
---------- 

 
 Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es el pro-
ducto de los determinantes de las matrices y que el determinante de una matriz es igual 
que el determinante de su matriz traspuesta: 
 
 |&� · �p| = |& · & · �| = |&| · |&| · |�| = −1 · 	−1� · |�| = |�|. 
 
 Considerando la propiedad de los determinantes que dice que si todos los ele-
mentos de una línea están formados por dos sumandos, dicho determinante se puede 
descomponer en la suma de dos determinantes en los que las demás líneas permanecen 
invariantes: 
 

 |�| = � � � 
2
 − � 2? − � 2* − 

 + 1 ? − 1 * − 2 � = 

 

= � � � 
2
 2? 2*
 + 1 ? − 1 * − 2� + � � � 
−� −� −

 + 1 ? − 1 * − 2� = � � � 
2
 2? 2*
 + 1 ? − 1 * − 2� =  

 

= 2 · � � � 

 ? *
 + 1 ? − 1 * − 2� = 2 · �� � 

 ? *
 ? *� + 2 · �� � 

 ? *1 −1 −2� =  

 

= −2 · � � � 

 ? *−1 1 2� = +2 · �−1 1 2
 ? *� � 
� = 2 · |&| = 2 · 	−1� = −2. 

 
 Para el resultado anterior se han tenido en cuanta las propiedades de los deter-
minantes que dicen que si dos líneas de un determinante son proporcionales el valor 
del determinante es cero y que si se intercambian dos líneas de un determinante su 
valor cambia de signo. 
 |&� · �p| = −2 
 

********** 
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2º) Halla unas ecuaciones continuas de la recta ; que pasa por el punto �	−4, 0, 5� y 

corta a las rectas � ≡ �� + � + 
 − 1 = 0� + � + 1 = 0        � : ≡ fG�� = �G�� = ��. 

 
---------- 

 
 La expresión de � por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente: 
 

 � ≡ �� + � + 
 − 1 = 0� + � + 1 = 0        ⇒ � = S ⇒ � = −1 − S;   
 = 1 − � − S =  

 

= 1 + 1 + S − S = 2 = 
 ⇒ � ≡  � = −1 − S� = S           
 = 2           . 
 
 Un punto y un vector director de � son U	−1, 0, 2� y |�VVV⃗ = 	−1, 1, 0�. 
 
 Los puntos � y U determinan el vector: 
 
 �UVVVVV⃗ = XU − �Y = X	−1, 0, 2� − 	−4, 0, 5�Y = 	3, 0, −3�. 
 
 El plano �� que contiene a la recta � y al punto � tiene la siguiente expresión 
general: 
 

 ����; |�VVV⃗ , �UVVVVV⃗ � ≡ �� + 4 � 
 − 5−1 1 03 0 −3 � = 0; −3	� + 4� − 3	
 − 5� − 3� = 0;  
 	� + 4� + 	
 − 5� + � = 0 ⇒ �� ≡ � + � + 
 − 1 = 0. 
 
 Un punto y un vector director de la recta : son:  #	2, 3, 0� � |gVVV⃗ = 	2, 1, 1� 
 
 Los puntos � y # determinan el vector: 
 
 �#VVVVV⃗ = X# − �Y = X	2, 3, 0� − 	−4, 0, 5�Y = 	6, 3, −5�. 
 
 El plano �� que contiene a la recta : y al punto � tiene la siguiente expresión 
general: 
 

 ����; |gVVV⃗ , �#VVVVV⃗ � ≡ �� + 4 � 
 − 52 1 16 3 −5 � = 0; 
 −5	� + 4� + 6� + 6	
 − 5� − 6	
 − 5� − 3	� + 4� + 10� = 0;  
 −8	� + 4� + 16� = 0; � + 4 − 2� = 0 ⇒ �� ≡ � − 2� + 4 = 0.  
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 La recta ; es la intersección de los planos �� � ��: ; ≡ �� + � + 
 − 1 = 0� − 2� + 4 = 0     .  
 
 La expresión de la recta ; por unas ecuaciones continuas es la siguiente: 
 

 ; ≡ �� + � + 
 − 1 = 0� − 2� + 4 = 0     ⇒ � = S ⇒ � = −4 + 2S;   
 = 1 − � − � = 

 = 1 + 4 − 2S − S = 5 − 3S = 
. 
 

 ; ≡  � = −4 + 2S� = S             
 = 5 − 3S     ⇒   ; ≡ fF1� = �� = �GMG� . 

 
 **********  
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3º) Demuestra que existe 
 ∈ 	2, 3� tal que q	
� = − ��, siendo q	�� = cos	��� ·√�� − 2�� − 1I
. Menciona los resultados teóricos empleados y justifica su uso. 

 
---------- 

 
 La función q	�� = cos	��� · √�� − 2�� − 1I

 es continua en su dominio, que es 
R, por ser el producto de dos funciones continuas en R, por lo cual le es aplicable el 
teorema de los Valores Intermedios a cualquier intervalo finito que se considere. 
 
 El teorema de los Valores Intermedios dice que: “si una función q	�� es continua 
en el intervalo X6, $Y se cumple que para un valor > tal que q	6� < > < q	$� o tam-
bién q	6� > > > q	$�, existe al menos un valor 
 ∈ X6, $Y tal que q	
� = >”. 
 
 Aplicando el mencionado teorema a la función q	�� en el intervalo X2, 3Y. 
 
 q	2� = cos	2�� · √2� − 2 · 2� − 1I = 1 · √8 − 8 − 1I = √−1I = −1. 
 
 q	3� = cos	3�� · √3� − 2 · 3� − 1I = −1 · √27 − 18 − 1I = −√−8I = −2. 
 

 Como quiera que q	2� > − �� > q	3�, queda probado que: 

 {
 qO$*)ó$ q	�� ;=6
 <@ |
@=� − �� , 
@ 6<$=: O$
 |<
, <$ <@ )$;<�|
@= 	2, 3�. 

 
********** 
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4º) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gráficas de las siguientes funciones: 

q	�� = −�� + 3� y %	�� = �f�  :) � ≤ 2       3 − � :) � > 2. Calcula el área de la región del plano 

encerrada entre ambas gráficas. 
---------- 

 
 Los puntos de corte de dos funciones tienen como abscisas las soluciones de la 
ecuación que resulta de la igualación de sus expresiones. 
 
 � ≤ 2 ⇒ q	�� = %	�� ⇒ −�� + 3� = f� ;   −2�� + 6� = �;   2�� − 5� = 0; 
 �	2� − 5� = 0 ⇒ � = 0, � = M� ≰ 2 ⇒ -=@O*)ó$: �� = 0. 

 � > 0 ⇒ q	�� = %	�� ⇒ −�� + 3� = 3 − �;  �� − 4� + 3 = 0;  
 � = 1±√�LG��� = 1±√1� = 1±�� = 2 ± 1 ⇒ �� = 1 ≱ 2, � = 3 ⇒ -=@O*)ó$: �� = 3. 

 
 Considerando el valor  � = 1 ⇒ 0 < 1 < 3: 
 

 q	1� = −1� + 3 · 1 = −1 + 3 = 2. %	1� = ��. q	1� > %	1�. 
 
 Teniendo en cuanta lo anterior, la superficie a calcular, que se ilustra en la figura 
adjunta, es la siguiente: 
 

 - = b Xq	�� − %	��Y�D · ]� = b �	−�� + 3�� − f���D · ]� +  

 + b X	−�� + 3�� − 	3 − ��Y�� · ]� =  
 = b �−�� + Mf� ��D · ]� + b 	−�� + 4� − 3��� · ]� =  

 = �− fI
� + MfH

1 �D
� + �− fI

� + 1fH
� − 3���

� = �− fI
� + MfH

1 �D
� + �− fI

� + 2�� − 3���
� =  

 = �− �I
� + M·�H

1 � − 0 + �− �I
� + 2 · 3� − 3 · 3� − �− �I

� + 2 · 2� − 3 · 2� =  

 = − J� + 5 − 9 + 18 − 9 + J� − 8 + 6 = 5 − 8 + 6 = 11 − 8 = 3. 

 - = 3 O�. 
  

********** 
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