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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION A
x+2y=1

1°) Estudia el sistema de ecuaciofigst (a +4)y + (a+1)z=0 depen-
—(a+2)y+ (@ +3a+2)z=a+4

diente del parametro realy resuélvelo en los casos en que sea compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

1 2 0 1 2 0 1
M={1 a+4 a+1 yM' ={1 a+4 a+1 0 |
0 —a—2 a*+3a+2 0 —a—2 a*+3a+2 a+4

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:

1 2 0
IM|=|1 a+4 a+1 =
0 —a—2 a*+3a+2

=(a+4)(@*+3a+2)—(a+1)(—a—2)—2(a*+3a+2)=

=a3+3a*+2a+4a*+12a+8+a*+2a+a+2—-2a*°—6a—4=

— 3 2 _ 1 6 11 6
=a’>+6a“+1la+6=0. 1 1 i 6
: . 1 5 6 0]
Resolviendo por Ruffini: -2 -2 -6 |
T2 [
= a, = _1, a, = _2, as = -3. -3 1 EI
a+-—1
Para ja # —2; = Rang A = Rang A' = 3 = n%inc6g.= S.C.D.
a* —3
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1 2 0 1
Paraa=—-1=M'= <1 3 0 0>=>Rang M = {C,C,,Ch} >
0 -1 0 3

1 2 1
=11 3 0/=9-1-6=2+*0= RangM' =3.
0 -1 3

1 2 0 1
Param=—2=>M’=<1 2 -1 0>=>RangM’=>{CZ=ZCl}=>

0O 0 0 2
1 0 1
:{Cl,Cg,C4}: 1 -1 0 =—2¢0$RangM'=3
0O 0 2

Para {Z i :;} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

1 2 0 1
Paraa=—3=>M’=<1 1 -2 0>=>{F1—F2=F3}=>RangM’=2.
01 2 1

Paraa = —3 = Rang A = Rang A’ = 2 < n%incég.= S.C.I.

Se resuelve en primer lugar parac —1,a # —2 y a # —3 por la regla de

Cramer:
1 2 0
0 a+4 a+1
a+4 —a—2 a?+3a+2l _ (a+9)(a?+3a+2)+2(a+1D)(a+4)+(a+2)(a+1)

(a+1)(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3)

X =

a’+3a’+2a+4a’+12a+8+(a+1)(2a+8+a+2) _ a+7a’+14a+8+(a+1)(3a+10)
(a+1)(a+2)(a+3) o (a+1)(a+2)(a+3) o

a’+7a%+14a+8+3a%+10a+3a+10 _ a®+10a?+27a+18 _ (a+1)(a+3)(a+6) _ a+6

o (a+1)(a+2)(a+3) T (a+D(a+2)(a+3)  (a+1)(a+2)(a+3) a+2 =X
1 1 0
1 0 a+1
o a+4 a?+3a+2l _ —(a+d)(a+1)-(a?+3a+2) _ —a?-5a—-4-a*-3a-2 _
y= (a+D(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3) T (a+D(a+2)(a+3)
_ —2a*-8a-6 __ -2-(a*+4a+3) 5. (atD(a+3) -2 _
T (a+1)(a+2)(@+3)  (a+D(a+2)(a+3) (a+1D(a+2)(a+3) a+2 Y-

1 2 1
1 a+4 0
o -a-2 a+al _ (@+d)(a+4)-a—2-2(a+4) _ a*+8a+16—a-2-2a-8 _

" (a+1)(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3) (a+1)(a+2)(a+3)




a’+5a+6 _ (a+2)(@+3) 1

T @iD@r2)@r3) | @D@r2)@s3)  arl >
Solucién: x = &2, y = 2. ;=" vaeRr- {-1,-2,-3}.
a+2 a+2 a+1
x+2y=1
Paraa = —3 el sistema result%.z +y — 2z = 0, que es compatible indetermi-
y+2z=1

nado. Despreciando la segunda ecuacion y hacierda:
y=1-24 x=1-2y=1-2(1-21)=1—-2+4+41=—-1+ 4.

Solucion:x = —=1+4+44;, y=1—-24 z=1, VIER.
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2°) Sean los punta®(7,4,2),0Q(1,2,—2) y R(2,1,—3). Uno de ellos es el centro de
un rombo, y los otros dos, vértices. Halla los dos vértices restantes.

Los puntosP(7,4,2),0(1,2,—2) y R(2,1,—3) determinan los siguientes vec-
tores:

QP =[P —-Q]=[(7,42) - (1,2,-2)] = (6,2,4).
RP=[P-R]=[(7,42)-(2,1,-3)] = (5,3,5).
QR=[R-Q]=[(21,-3)—-(1,2,-2)] = (1,—-1,-1).

Dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es cero:
QP -RP =(6,2,4)-(5,3,5) =30+6+20=56%0= QP y RPnoson L.
QP -QR =(6,2,4)-(1,-1,-1)=6—-2—-4=0= QP yRP son L.

El centro del rombo es el punto Q(1,2,—2).

PQ=(1-7)2+2—-4)2+(-2-2)2=+36+4+ 16 = /56.

PR=+(2-7)2+(1—-4)2+ (-3 —2)2 =25+ 9 + 25 = /59.

QR=J(2-1)2+(1-2)2+(-3+2)2=V1+1+1=+3.

De lo anterior se deduce que los puitgsR determinan un lado del rectangulo
y los puntos? y Q determinan un segmento que es la mitad de la diagonal mayor y los
puntosQ y R determinan un segmento que es la mitad de la diagonal menor.

De la observacion de la figura adjunta se deducen las igualdades de los siguient
vectores: P

QR=TQ=(1,-1,-1)=[Q—TJ;
1,-1,-1)=[1,2,-2)—-(x,y,2) ] =1 —x,2—y,-2—2)=
1-x=1-x=0

=>12-y=-1-y=3 =>7(03-1).
—2—-—z=-1-z=-1 S




QP =50> (624 =[Q-S]1=[(1,2-2) - (x,y,2)] =

l1-x=6->x=-5
(6,2,4)=1—-x2-y,-2—-2z)=>{2—-y=2->y=0 {=S5(-50-6).
—2—z=4->2z=-6

kkkkkkkkkk



39) Calcula las siguientes integrales:

— cos3x . — _sen2x
a)l={e sen 3x - dx. b) I f1+cosz(2x)
a)
cos(3x) =t
I ::J'eCOS3X 'SBTlEBX' dx::j __3 ‘SeTlX:'(ix =:(it = __l. J‘et. dt —
senx-dxz—g-dt 3
= —Z.et4(C=—2. 0G0 4
3 3
I=[eS3* .sen3x-dx = L. goosG0) 4 (.
3
b)
cos2x =t
]=Iﬂ. :fw.dx: —2-sen22x-dx =dt\
1+cos?(2x) 1+cos?(2x) sen 2x - dx = —%dt

1, 1 1 1
=>—5f1+t2-dt——E-arctagt+C——E-arctag (cos2x) + C.

— f sen 2x

1
1+cos2(2x) \ - 5 arc tag (COS Zx) +C.
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4°) Halla las asintotas (no es necesario hacer el estudio de la posicion de la curva re
. .. 2x%+6
pecto a ellas) y los extremos relativos de la fungiénf(x) = ad

x—1

Asintotas horizontales: son de la forgna k y son los valores finitos de la fun-
cion cuandox tiende a mas o menos infinito.

. . 2x%+6
k= lim f(x) = lim — =t
Xk Xt * = No tiene asintotas horizontales.
. . 2x“+6
k= lim f(x) = lim = —
X——00 X—>—0o X—

Asintotas verticales: son los valores finitoscdue hacer que la funcion tienda
a infinito o menos infinito: son los valores que anulan el denominador.

x—1=0=>x=1= Larectax = 1 es asintota vertical.

Asintotas oblicuas: Son de la forma mx + n, siendo:

f(x)

m = lim — y n = lim[f(x) — mx], conm finito y m # 0.
xX—>oo X X—00
) 2x2+6 e
. X . —_ . X
m=11mf—=11mx—1=11m — = 2.
x>0 X x—oo X X—>00 X“—X
. ; 2x2%+6 . 2x%46-2x2%+2x
n = lim[f(x) —mx] = lim ( — Zx) = lim =
X—00 X—00 xX— X—00 x—1

. 2x+6
= lim =

x—oo X—1

2.

Asintota oblicua: y = 2x + 2.

Para que una funcién tenga un maximo o minimo relativo en un punto es condi
cion necesaria que se anule su primera derivada en ese punto. Esta condicién, que
necesaria, no es suficiente; para que exista un maximo o un minimo es necesario g
no se anule la segunda derivada en ese punto para el valor que anula la primera de
vada.

'l _ 4x(x—1)-(2x%+6)-1 _ 4x?—4x-2x?—-6 _ 2x?—4x—6 _ 2(x?-2x-3)
Y =r10= (x—-1)? B O

(x2-2x-3)

Y = F'(x) =0 2 i 2+/4+12

=0=>x*?-2x—3=0; x="—=——=

=2i;/E=22E=1iz:,x1=_1,x2:3,




Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivad
se es positiva para el valor que anula la primera, se trata de un minimo y, si es negati\
de un maximo.

(4x—4)-(x—1)?-2(x%>—2x-3)-[2-(x—1)-1]

y'=f"x) = D =
_ (4x—-4)-(x-1)—-4(x*-2x-3) _ 4x?—4x—4x+4—-4x%+8x+12 16
B (x-1)° B (x-1)° I
y 16 16 - .
f"(-1) = it —2 < 0 > Maximo relativo para x = —1.
(—1)2
f(-1) =2E2E = B0 o 4 5 Maximo: A(-1,—4).
y 16 16 .. .
f"@3) = G s 2 > 0 = Minimo relativo para x = 3.

22
f(3) =222 = 22 = 12 = Minimo: B(3,12).
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OPCION B

-1 1 2
1°) Sea la matrid = < a b c) tal que|A| = —1. Calcular el determinante de la
X Yy z

X y Z
matrizA? - Bt siendoB = <2a —x 2b—y 2c— z).
a+1 b-1 -2

Teniendo en cuenta que el determinante de un producto de matrices es el pr
ducto de los determinantes de las matrices y que el determinante de una matriz es igi
gue el determinante de su matriz traspuesta:

|4% - Bf| =|A-A-B| =|A| 14| - |B| = —=1- (1) - |B| = |BI.

Considerando la propiedad de los determinantes que dice que si todos los el
mentos de una linea estan formados por dos sumandos, dicho determinante se put
descomponer en la suma de dos determinantes en los que las demas lineas permane
invariantes:

X y z
|IB|=12a—x 2b—y 2c—2z|=
a+1 b—1 c¢—-2
X y z X y z X y z
=| 2a 2b 2c |+ —x -y —z | =| 2a 2b 2c | =
a+1 b—1 c—-2 a+1 b—1 c-2 a+1 b—1 c-2

x y z X y z Xy z
=2 a b c |=2-la b c|+2-la b c|=
a+1l b—1 c-2 a b c 1 -1 -2

X Yy z -1 1 2
=-2-la b c[=+2-[a b c|=2-|A]=2-(-1)==2.
-1 1 2 X 'y z

Para el resultado anterior se han tenido en cuanta las propiedades de los det
minantes que dicen que si dos lineas de un determinante son proporcionales el va
del determinante es cero y que si se intercambian dos lineas de un determinante
valor cambia de signo.

|A2 - Bt| = -2
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2°) Halla unas ecuaciones continuas de la iteqteée pasa por el punf(—4,0,5) y
x+y+z—-—1=0 _x=2 _y-3_z
x+y+1=0

corta a las rectas= { — )
2 1 1

La expresion de por unas ecuaciones parameétricas es la siguiente:

_(x+y+z—-1=0

r={x+y+1:0 Sy=A=>x=-1-1 z=1—-x—-A1=

x=-1-21
=1+1+A-A=2=z=>r=Jy=141
z=2

Un punto y un vector director desonQ(—1,0,2) yv, = (—1,1,0).
Los puntos® y Q determinan el vector:
PO =0 -P]=[(-1,0,2) — (—4,0,5)] = (3,0,-3).

El planom,; que contiene a la rectay al puntoP tiene la siguiente expresion
general:

. x+4 y z-—5
m(P;v,PQ)=| -1 1 0 |=0;-3(x+4)-3(z-5)-3y=0;
3 0 -3

x+4)+(z-5+y=0=>m,=x+y+z—1=0.
Un punto y un vector director de la restaon: R(2,3,0) y v, = (2,1,1)
Los puntos” y R determinan el vector:
PR=[R-P]=[(23,0)—(—4,0,5)] = (6,3,-5).

El planom, que contiene a la rectay al puntoP tiene la siguiente expresion
general:

. x+4 y z-—5
m,(P; v, PR)=| 2 1 1 |=0;
6 3 =5

—5(x+4)+6y+6(z—5)—6(z—5)—3(x+4)+ 10y = 0;

—8(x+4)+16y=0;x+4-2y=0=>n,=x—-2y+4=0.



La rectat es la interseccién de los pla -t—{x+Y+Z_1=0
PAMOSY T2- L= x — 2y +4 =0
La expresion de la rectgpor unas ecuaciones continuas es la siguiente:

t:{x+y+z—1:0

xX—2y+4=0 Sy=A>x=—-4+21 z=1-x—y=

y =242 = t=
z=5-31

x+4
2

x=—-4+2A
tz{
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3°) Demuestra que existee (2,3) tal quef(a) = —g, siendof (x) = cos(mx) -

Vx3 — 2x2 — 1. Menciona los resultados teéricos empleados v justifica su uso.

La funciéonf (x) = cos(mx) - ¥x3 — 2x2 — 1 es continua en su dominio, que es
R, por ser el producto de dos funciones continuas en R, por lo cual le es aplicable
teorema de los Valores Intermedios a cualquier intervalo finito que se considere.

El teorema de los Valores Intermedios dice que: “si una fuii¢ines continua
en el intervaldm, n] se cumple que para un vajotal quef(m) < p < f(n) o tam-
biénf(m) > p > f(n), existe al menos un valare [m, n] tal quef(a) = p”.

Aplicando el mencionado teorema a la fundgigm) en el intervald2, 3].

f(2)=cos(2n)-V23—-2-22-1=1-¥8—-8—-1=VY-1=-1.

f(3)=cos(3m)-V33—-2-32-1=-1-327-18—1=-3Y-8=-2.
Como quiera qué(2) > —% > f(3), queda probado que:

La funciéon f(x) toma el valor — %, al menos una vez, en el intervalo (2, 3).
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las siguientes funcion

f(x)=—x2+3xyglx) = { Six <2 . Calcula el area de la regiéon del plano

3—xsix>2
encerrada entre ambas graficas.

Los puntos de corte de dos funciones tienen como abscisas las soluciones de
ecuacion que resulta de la igualacién de sus expresiones.

xS2=>f(x)=g(x)=>—x2+3x=§; —2x%+6x =x; 2x*>—5x=0;
x(2x—5)=0=>x=0,x=§$2=>50lucién:x1=0.

x>0 f(x)=gx) > —x?+3x=3—x; x*?—4x+3 =0;

x:4i@=4i2ﬂ=4§2=2i1=>x2=1322,x=3:>501ud6”:x2=3'

Considerandoelvalox =1=>0< 1< 3:
f(1)=-1243-1=-1+3=2. g(1) =§. £(1) > g(D).

Teniendo en cuanta lo anterior, la superficie a calcular, que se ilustra en la figur:
adjunta, es la siguiente:

= [JIf @) —g@)] - dx = [ [(—x? +3x) = %] - dx +

+ f:[(—x2 +3x) — (3 —x)] - dx = P

= f02 (—x2 = 57") - dx + f;(—x2 +4x —3)-dx =

4x

R I B o IR B N

(-Z+2) -0+ (-2+2-32-3-3) - (-2 +2.22-3.2) =
= —24+5-9+18-9+--8+6=5-8+6=11-8=3,

S =3u?.
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