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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza una de las dos opciones, A o B.

OPCION A
(@a+2)x—y—az=-a

1°) Estudia el sistema de ecuaciofiesa — 2)x + 2y + (a? — a)z = 3a — 1, depen-
(a+2)x—2y+(2—-2a)z=—-2a

diente del parametro realy resuélvelo en los casos en que es compatible.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a+2 -1 —a a+2 -1 —a —a
M=(-a-2 2 a*—-al|yM=(-a-2 2 a*—a 3a-1|.
a+2 =2 2-2a a+2 -2 2—-2a —2a

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:

at+2 -1 —a
F F, + F
IM|=|-a—2 2 a%?-a :{FZZFZ—];}:}
a+2 -2 2-2a 300t
a+2 -1 —a a+2 -1 —a
=] 0 1 a*?-2a|=>{F->FK+F}l=>| 0 1 a’?—2a |=
0 -1 2-a 0 0 a’—-3a+2
=(a+2)(@*-3a+2)=0>a, =-2; a2—3a+2=0;a=3if‘8=
=&ﬁ=3_i_1:a2=1,a3=2_
2 2
a+1
Para{ a+2 = RangA = Rang A' =3 =n%inc6g.= S.C.D.
a+ —2
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3 -1 -1 -1
Paraa=1=>M’=<—3 2 0 2>=>{F2=—F3}=>RangM’=2.
3 =2 0 =2

Paraa=1= Rang A =Rang A' =2 <n%incodg.= S.C.I.

4 -1 -2 -2
Paraa=2=>M’=<—4 2 2 5)=>RangM’=>{C1,C2,C4}=
4 -2 -2 —4

4 -1 =2
=>|—4 2 5|=—-32—-16—20+164+40+16=4+ 0= Rang M' = 3.
4 -2 —4
0O -1 2 2
Paraa=-2>M=(0 2 6 —-7|=>RangM' = {C,,(5,C,}>
0 -2 6 4
-1 2 2
=>(2 6 -7(=-244+24+28+4+24—-42—-16=—-6+ 0= RangM' = 3.
-2 6 4

Para {aa_=_22} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

Se resuelve en primer lugar par& 1,a # 2y a # —2:

(@a+2)x—y—az=-a
(—a—2)x+2y+(@*—a)z=3a—-1

{FZ - F, +F1} N
(@a+2)x—2y+ (2 —-2a)z=—-2a

= F3->F—F

(a+2)x—y—az=—a
= y+(@®—-2a)z=2a-1;>{F;,>F+F}=>
-y+@2—-a)z=-a

(a+2)x—y—az=—-a
a-1 a-1 1
= y+(@-2a)z=2a-1=>z= a2-3a+z _ (a-1(@-2) a-2'
(a*-3a+2)z=a-1

Sustituyendo el valor deen la expresion + (a? — 2a)z = 2a — 1:
2 _2q) . =2q—1: .t —2a—1
v+ (a® — 2a) — 2a—1; y+a(a—2) — 2a —1;
yta=2a—1=>y=a-—1.

Sustituyendo en la primera ecuacion los valores obtenidos gie



1
(a+2)x—y—az:—a=>{ 2= }=>

y=2a-1
= (a+2)x—a+1—£= —a; (a+2)x = —1+ai2 = _aa+_22+a = aiz;
(a t Z)x - ﬁ =X = (a—z)z(a+2) - a22—4'
Solucion: x = a22_4; y=a—1; z= ﬁ,‘v’a €ER—{1,2,-2}.

3Ix—y—z=-1

Resolvemos ahora para= 1; el sistema result%—3x +2y =2 |, que es

tible indeterminad valent®'a 2 T2~ T
compatipie Inaetermina Oyeql.“Vaenea_Sx_l_zy: 2
3x—y=-1+4+1 _

—3x+2y:2}=>y_1+/1'

3x—y==—14+4 3x=—-1+A+1+1=21=>x

3x — 2y = -2
}. Haciendaz = A:

=22
3

Solucién:x=§/1; y=1+41 z=1, VAER.
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2x+y—2z—1=0 _x+2  y-1  z-1
y+z+1=0 y s=-—==-=—-, calcula la

ecuacion del plano paralelo a la rectay que diste de tres unidades.

2°) Dadas las rectasz{

El planor pedido es paralelo a las dos rectas.

Un vector director de la rectaes cualquiera que sea linealmente dependiente
del producto vectorial de los vectores normales de los planos que la determinan, qt
sonn; = (2,1,-2)yn, = (0,1,1).

ik
=12 1 —2|=i+2k+2i—2j=3i-2j+2k=>7 =(3,-22).
01 1

Un punto y un vector de la rectaonP(—2,1,1) y v, = (1,2, 2).

El planof que es paraleloray contiene a tiene la siguiente ecuacién general:

x+2 y—1 z-1
BP; v, v)= 3 -2 2 |=0;
1 2 2

—4(x+2)+2y—-1D)+6(z—-1)+2(z—-1)—-4(x+2)—-6(y—1) =0;
—8(x+2)—4(y—-1)+8z—-1)=0; 2x+2)+(y—-1)—2(z—1) =0;
2x+4+y—1—-2242=0>=> [ =2x+y—-2z+5=0.

El haz de planog paralelos & esy = 2x+y—2z+ D = 0.

El planorr pedido es el correspondiente plano dehhgae equidista 3 unidades
del planog.

La distancia entre los planos paralelgs= Ax + By +Cz+ D, =0y m, =
_ : £ . |D2=D4|
Ax + By + Cz + D, = 0 viene dada por la formuld: = T
Aplicada la formula al plang = 2x+y —2z+ 5 =0 y a un plano pertene-
ciente al hay = 2x + y — 2z + D = 0, sabiendo que la distancia entre ambos es 3:

d=—L22 =3 |5-D|=3-VE¥1+4=3V9=3-3=9,
5-D=9-D, =—4

|5—D|=9=>{_5+D=9_>D2=14.



Los planos pedidos, que son dos, son los siguientes:

M =2x+y—2z2—4=0ymn,=2x+y—2z+14=0.

kkkkkkkkkk



39) Calcula la derivada de las siguientes funciones y simplifica el resultado:

W fG) =1 [ b gt = ()

a)
1—cos2x
f(x) =1L = L(1 — cos2x) — L sen 2x.
sen 2x
£1(x) = 2:sen2x  2-cos2x _ 2-sen® 2x—2-cos2x+2- cos? 2x
"~ 1-cos2x sen2x sen 2x- (1—cos 2x) -
. sen? 2x—cos 2x+cos? 2x __ 1—cos 2x 2
- sen 2x- (1—cos 2x) - sen 2x- (1—cos2x) "~ sen2x’
1-cos2x / 2
x)=1 = xX) = )
f( ) sen 2x f ( ) sen 2x
b)

o= ()" =x

X

Tomando logaritmos neperiandsfg(x)] = x - Lx.
Derivando:‘i](—%) =1-Lx+x % =1+1Lx; g'(x)=(1+Lx)-g(x).

1

g(x) = (—)_x = g'(x) =1+ Lx) - x*.

X
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4°) Demuestra que existes (—1, 3) tal quef'(a) = —%, siendo:
3(3—x
f(x) =[x +log(x? —2x + 7)] \/;

Menciona los resultados tedricos empleados y justifica su uso.

El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidn es continuz

enla, b] y derivable er{a, b), entoncesic € (a, b) tal quef’'(c) = %”.

La pardbolay = x? — 2x + 7 es convexqU) por ser positivo el coeficiente de
x2. Su vértice es el siguientg!(x) =2x—2=0=x =1 = V(1,6). Esto supone
que la expresion? + log(x? — 2x + 7) € R,Vx € R.

. . 33— -,
Teniendo en cuenta lo anterior y qb‘ef € R,Vx € R, la funcionf (x) es con-

tinua en su dominio que es R.
En cuanta a su derivabilidad, considerafio) = g(x)"™*), es:

LIf(x)] = h(x) - L[g(x)]; la funcidonL[g(x)] es derivable en Ry, en cuanto a
la derivada dé(x):

1 2 2

h == () 2w =2 (57 (-1 = -5 (5)" resuta

4 4 4 12 .
queh’(x) es derivabl&/x € R — {3}.

Lo expuesto anteriormente prueba d¢iie) es continua ep—1, 3] y derivable
en(—1,3), por lo que le es aplicable el teorema de Lagrange en el intérvBIB).

3(3-3

f(3)=[324+10g(32-2-3+7)]V* =(9+10g10)° =10° = 1.

f(=1D) =[(-1D?+1log(1+ 2+ 7)]3\/% = (1+log10)t =2t =2,

/ _fB3)-f(-1) _1-2 _ 1
f(a)= 3-(-1)  3+1 4

Jda € (—1,3) tal que f'(a) = —i, como teniamos que demostrar.
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OPCION B

1°) Resuelve la ecuacion matrickal A3° = 42° siendod = (_11 _01)

Las sucesivas potencias de la matriz A son las siguientes:
A=4-A= (_11 _01) ' (_11 _01) - (—01 —11)
peata= (Y )G D=6 D

A35=A33-A2=(A3)10-A2=110-A2=I-A2=A2=(_01 _11)

25 _ 424 4 _ (a3\8 .4 —18. 4 —17.4—2_ (1 -1
A5 = A%% . A= (438 - A=1 A_IA_A_(1 0).

La ecuacion resulta - A2 = A.

X-A2=4 X-A2-(A)1=4-A)L X I=4-(A)1 >
> X=A-(45)"1. ®

La inversa dei? se obtiene por el método de Gauss-Jordan.

(AZ/I):(—O1 —11(1) (1)):>{F1‘_’F2}:>(_01 _11(1) (1))=>

R T R Y R U R AR R PR B

= (421 = (—11 —01) —A

Sustituyendo en la expresion (*):

Xx=A-@)t=aa=n=x=(2 1)
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2°YP(1,—-1,1),Q(5,—3,5) y R(7,—7,1) son tres vértices de una cara de un cubo.
Calcula las coordenadas del centro de dicho cubo.

PQ=y(5-12+(3+1)%+(G-12=42+ (—2)2+4% =

=16+ 4 + 16 = /36 = 6.

PR=(7-1)2+(-7+1)2+ (1 —-1)2 =62 + 6% + 0% = 6V2.

QR=(7 =572+ (-7+3)2+(1—5)2 =22+ (42 + (-4)?* =

=V4+16+16 =36 = 6.

0(x,y,2)

La longitud del lado del cubo es de 6 unidades.

El puntoN(4,—4,1) es el punto medio d&(1,—1,1) y R(7,—7,1), que son
opuestos en la cara del cubo.

El planor que determinan los punt®é§1,—1,1),Q(5,—3,5) yR(7,—-7,1) es
el siguiente:

PO =00 —0P =[(5,-3,5) — (1,-1,1)] = (4,-2,4) = 1 = (2,—1,2).

PR =0R-0P =[(7,-7,1) — (1,-1,1] = (6,—6,0) = ¥ = (1,—1,0).



x—1 y+1 z-1
n(P; U, ) =| 2 -1 2 |=0;
1 -1 0
20+ 1) -2z-1D)+(z—-1)+2(x—1) =0;
2 -1+ 2(y+1)—(z—-1)=0; 2x—2+2y+2—z+1=0=
>nt=2x+2y—z+1=0.

Un vector normal de esn = (2,2, —1), cuyo médulo efi| = 3 unidades, que
es, precisamente la mitad de la longitud del lado del cubo.

. x—4=2->x=6
N0=fi=>(x—4,y+4,z—1)=(2,2,—1):{y+4:2—>y=_2}$
z—1=-1-2z=0

= 0(6,—2,0).

NO'=-n=>(x—-4y+4z—-1)=(-2,-2,1)=
X—4=-2>5x=2

z—1=1-2z=2

Los centros de los dos cubos posibles son 0(6,—2,0) y 0'(2,—6, 2).
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x—1+senzzf)

L
3°) Demuestra que existee (1,3) tal quef(a) = 0, siendof (x) = ( pro— 22,
Menciona los resultados tedricos empleados v justifica su uso.

Se considera la funcign(x) = L (x — 1 + sen? %):

Parax > 1 esx — 1 + sen? % > 0, por lo cual la funciow (x) esta definida y
es continua en el interva(d, 3); por otra parte, la expresidnxr — x? se anula Unica-

[x—1+sen2%ﬂ

., L
mente para los valores= 0 y x = 4, por lo cual la funciorf (x) = es

continua en el interval@l, 3).

4x—x2

El teorema de los Valores Intermedios dice que: “si una fuii¢ines continua
en el intervaldm, n] se cumple que para un vajotal quef(m) < p < f(n) o tam-
biénf(m) > p > f(n), existe al menos un valare [m, n] tal quef(a) = p”.

Aplicando el mencionado teorema a la fundfgm) en el intervald1, 3].

_ — 2z =2

f@) 4-1 3 3 3 <0

£(3) = L|3-1+sen? 2] _ Ll2+sen?135°] _ L|2+; _ L3 _Ls-L2
12-9 3 3 3 3

Como quiera qug(3) > 0 > f(1), queda probado que:

La funcion f(x) toma el valor 0, al menos una vez, en el intervalo (1, 3).

Nota: Este ejercicio también puede resolverse por el teorema de Bolzano.
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4°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las gréaficas de las furfioness —
xyglx) = x—iz y calcula el &rea de la region del plano encerrada entre ambas graficas

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuac
gue resulta de la igualacion de sus expresiones:

f(x)=g(x)=>5—x=xZTZ; 5x—10—x%+2x=2; x2—7x+12=0;

7+V49-48 _ 741
X = . =2=>x1=3,x2=4.

Los puntos de corte son A(3,2) y B(4,1).

La funcionf(x) =5 — x es una recta de pendiente= —1 que tiene como
ordenada en el origen= 5; ademas, pasa por los punty8,2) y B(4,1).

La funcidng(x) = x—fz es una hipérbola cuya asintota horizontal es el eje OX,

. . 2 p .
por ser lim g(x) = lim — = 0. Su asintota vertical es la regta 2 por anularse
x—>+o0 x—+o0 X—2

el denominador para este valor. Sabiendo que pasgp®) y B(4,1) y por el punto
C(0,—1), su representacion gréafica es la indicada en la figura adjunta.

AY |
z \
gx) =——= 4 !
AN \X S
2~ N\ 4
I
x| QB
| i
—4 -2 !yFO \\*
- 2 3 4 6 X
¢ l
|
—5 l
| fx)=5-x
i
—4 |
|
I
|
l
~6
\¥

Por ser todas las ordenadas de la fun£{an mayores que las correspondientes
ordenadas de la funci@(x) en el intervalo de la superficie a calcular qué3gd),



la superficie a calcular es la siguiente:

§=[U0) =90l -dx = [{|G -2~ 5| -dx =

- x—2

:f:(S—x—%).dx=[5x—%2]:—f34(i).dx=M—N. *)

9

M=(4-4-2)-(53-2)=16-4-15+2=2-3=3=15,

_ 42 xX—2=tlx=4->t=2
N_f3 dx:{dx=dtx=3—>t:1

}:> ff%-dt =2-[Lt]? =
=2-(L2-L1)=2-(L2—-0)=2-1L2=N.
Sustituyendo los valores de M y N obtenidos en la expresion (*):
S=M-N=15-2L2=15-1L4=1,500-1,386 = 0,114.

S =0,114u?.
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