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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.

(a+ Dx+ (a®*+a)y =2
1°) Estudia el sistema de ecuaciones linealest — 1)x — a?y = 0 dependiente

ay+ (a*—1)z=3—a
del parametro real y resuélvelo en los casos en que es compatible. Menciona el re-
sultado tedrico empleado Y justifica su uso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
a+1 a’+a 0 a+1 a’+a 0 2
M=|-a-1 -a? 0 yM'=|-a-1 -a? 0 0o |
0 a a’? -1 0 a a’—13—a

El rango de la matriz de coeficientes en funcién del paramedsoel siguiente:

a+1 a’+a 0 5
M| =|-a—1 -a 0 |=(2-1-|2F1 @+
0 a a’—1 —a-1 -a

(@>—D[-a*(@a+ D+ (a+D(@*+a)] =(a*-D(a+ 1)(—a?*+a*+a) = 0;

a, =0
ala+D(a-1D@+1)=0; a(a+1?*(a-1)=0> {az = —1.
a; =1
a+0
Para {a * —1} = Rang A = Rang A' =3 =n%inco6g.= S.C.D.
a#+1

1 0 0 2
Paraa=0=>M'=<—1 0 o0 0>=>Rang M' = {C,C5,Ch} >
0 0 -1 3
1 0 2

-1 0 O
0 -1 3

= =2+ 0= Rang M' = 3.

Antonio Menguiano



Paraa =0 = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.

, 00 0 2 Rang M =1
Paraa=-1=>M=({0 -1 0 O =>{ }

0 -1 0 4 Rang M" = 2

Paraa = —-1= Rang M = 1; Rang M’ = 2 = Sistema incompatible.
2 2 0 2

Paraa=1=>M'=|-2 -1 0 0 |=RangM' = {C},C,,C,} >

o 1 0 2

2 2 2

=>|-2 -1 0/=—-4-4+8=0=RangM' = 2.
0 1 2

Paraa=1= Rang M = Rang M' = 2 < n®incb6g.= S.C.I.

Se resuelve en primer lugar pare& 0,a # =1y a # 1:

(a+ Dx+ (a®>+a)y =2
(—a—1x—a?y =0 >{F,>F+F}>
ay+ (a*—1)z=3—-a

(a+Dx+ (a®>+a)y =2
= ay = 2 =>y=%=>{F3—>F3—F2}=>
ay+ (@*—-1)z=3-a

(a+ Dx+ (a®>+a)y =2
=3 ay =2;>z=
(a?—1)z=1—-a

1-a a—1 1

az-1 (a+1)(a-1) - a+1’

Sustituyendo el valor deen la expresiéa + 1)x + (a® + a)y = 2:

—-2a

(a+1)x+(a2+a)-§=2; (a+1)x+2a+2=2>x=—

a+1’

Solucién: x = —==; y=3; z=_—1,‘v’aER—{0,1,—1}.
a+1 a a+1

2x +2y =2
Resolvemos ahora pata= 1; el sistema result%—Zx —y = 0, equivalente al
y=3-1



x+y=1
sistema{Zx +y=0.
y=2
Solucion:x = —1; y=2; z= A1, VAER.

k*kkkkkkkkk



2°) Calcula la ecuacion continua de una recabiendo que corta a la restde ecua-

: _(3x+y—z—-7=0 _ _
cioness = {x+y— 50 , es paralela al plane =2x—-—y+3z—6=0Yy

pasa por el puntB(—1,3,1).

El haz de planos paralelozdiene por expresiog = 2x —y +3z+ D = 0.
De los infinitos planos del hgzel planoy que contiene al pun®(—1,3,1) es

el que satisface su ecuacion:
,BEZx—y+32+D=O} A _ _
P(=1,3,1) = —-2—-—34+34+D=0;, -24+D=0=>D=2>=
>y=2x—y+3z+2=0.
El puntoQ interseccion de la rectay el planoy es la solucién del sistema que
forman:

xX+y=5;>y=5-x=
2x —y+3z=-2

3x+y—z—-7=0
S{xyz

x+y—5=0

3x+y—z=7
}i
Yy=2x—y+3z+2=0

3x+5—x—z=7) 2x—z=2) 6x—3z=6 o
2x—5+x+32=—2} 3x+32:3} 3x+3Z:3}=>9x—9,x—1,

y=5—-x=5-1=4; 3x+y—z=7;, 3+4—-2z=7, z=0=Q(1,4,0).
La rectar pedida es la que contiene a los puntos P y Q.

7, =PQ =[Q—-P]=[(1,40)-(-1,31)]=(2,1,-1).

x+1 y-3 z-1

2 1 -1

r
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3°) Calcula los siguientes limites:

1

: 3mX\x2-x : T _ 2 DY v
a) lim (2 + sen = ) : b) xl_1>r+noo(\/x x2+1—Vx*—7).
a)
1 1
Li_r)r} (2 + sen 3%36)’(2_’6 = (2 + sen 3;”)0 =Q2-1D*=1"=Ind.n%e =

1

(2+sen3%)m=/1; LA = ! -L(2+sen3%).

lim(LA) = L (}Ci_r)riA) — lim [ LI (2 + sen 3%)] — jim A2 )

x—1 x—1 x2—x x—1 xZ—x
3m _3mx
( 31-[) TCOS3Tx
L{2+sen — L(2-1) L1 0 . ) 2+sen 2%
= —2- = = — =-> Indet.= {L'Lopital} = lim—=*— =
14—-1 1-1 0 0 x—1 2x—1
3TX 3T
3 .. cos —— 3t cos — 3 0 3m 0 _ 3m
=—-hm = i =——=——=—O=
2 x41(2x—1)(2+sen———) 2 (2—1}(2+sen——) 2 1(2-1) 2 1 2
2 2
1 1
31X\ x2 - . 31T\ %2 —
A=(2+sen—)x =el=1 = llm(2+sen—)x Y =1.
2 x—1 2
b)
lim (Vx* —x2+1—-+Vx*—7) = 00 — 0 = Indet.=
X—+00
. (Vxr=xZ+1-Vx*=7)-(Vxt—x2+14+Vx%-7) : x*—x?+1-x*+7
= lim = lim =
X—+00 Vat—x241+Vxt-7 x—4o00 Vxt—x2+1+Vx4-7
—x2+8 8
: -x2+8 . g : —1+z
= lim = lim = lim =
x—o400 VX*—x2+1+Vx4=7  xotoo Vxt-a2+1+Vx% =7 xotoo Vxt—x2+1 Jxt-7
x2 x2 T x2
. _1+x% . —1+xi2 —1+% —-140
= lim — 4=11m = = i
x—>+oo\/x —91 +1=\/x ;7 x_>+°°\/1—i2+i4+\/1—l4 \/1_1_'_1_'_\/1_1 —-0+0+v1-—-
X X X X X o0 ©0 0]
-1 -1 1 . 1
= =—=—- = lim (Vx*—=x2+1-Vx*-7)=—-=
Vi+/1 1+1 2 x—>+oo(\/ + v ) 2
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X
4°) Sea la funciofi(x) = (1 + sen %) .

a) Demuestra que la funcion es continua en el intefdaky.
b) Demuestra que exista€ (1, 2) tal quef’'(a) = 0. Enuncia los resultados tedéricos
empleados y justifica su uso.

a)
Vi 1 Vi
f(1)=(1+sen;) :1+sen;:1+1=2>0.

fQ=0Q+senm)?=(1+0)2=1>0.

X
La funcionf (x) = (1 + sen %) es positiva en el intervald, 2] por ser con-
tinua en dicho intervalo y no anularse en el mismo:

1+sen%=0; sen%z—l:x:—lef[l,Z].

Por serf(x) una funcion exponencial de base positiva es continua en R, por lo
cual lo ser& en cualquier intervalo finito que se considere.

X
De lo anterior se deduce gfiéx) = (1 + sen %) es continua en [1, 2].

b)
flx) = (1 + sen %)x = Lf(x) = x-L(l + sen %)

() 57C0s 5 cos
=1 L(l+sen—)+x- = (1+Sen—)+ ==
fx) 1+sen — 1+sen

, _ nx %X-COS%X . nx X
f(x)—[L(1+sen 2) ,sz] (1+Sen 2).
Teniendo en cuenta qifi&x) es continua efl, 2], por sen + sen % > (0 para

todo valorx € [1,2], le es aplicable el teorema de Bolzano, que dice qugX3ies
una funcion continua efu, b] y toma valores de distinto signo en los extremos del
intervalo, entonce3c € (a, b) tal quef(c) = 0".

fr(1) = [L(1+Sen §)+zcs—‘;rlz£]-(1+sen g)l =(L2+3)-2=212>0.
f'(2) = [L(l +senm) + f:;::;] -(1+senm)? = (Ll +_Tn) 1=-r<0.

Queda demostrado que 3a € (1, 2) tal que f'(a) = 0.
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59 Sean A y B dos matrices de tam&iw 3 tales qugA| = |B| = % Calcula|C]|
teniendo en cuenta qée= (2 - At - B71)2,

Teniendo en cuenta qi#*| = |A|; que|B~ 1| = |%| = %ly que|24| = 23 - |A]
(el valor23 es como consecuencia de la dimens8ién3 de la matriz A):

- a7 = o = (a3 = ()’ -

- (8 - 0o -

IC| = 64.
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6°) Los puntogl(—1,2,1) y B(2,5,1) son dos vértices de un cuadrado. Halla los otros
dos vértices sabiendo que estan en la resta™ = 2= =

x=—1
La expresion de por unas ecuaciones parametricas ES{y =441 yun
z=-1—-4A
punto genérico de esP(—A1,4 + A, —1 — 41).
Un punto y un vector director de la recta @40, 4,—1) y v, = (—1,1,—4).

Los puntos A y B determinan el vecitB = [B — A] = (3,3, 0).

x=—-14+u
La rectas que contiene a los puntos Ay Bse= {y =24+u .
z=1

Un punto y un vector director desonA(—1,2,1) y v, = (1,1, 0).

Por ser linealmente independientes los veclgrgd., las rectas y s se cruzan
o se cortan. Para diferenciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectaf que tiene como origen el punkoe r y extremo el
puntoA € s:w=EA=[A—E] =[(-1,2,1) — (0,4,—1)] = (-1,-2,2).

Segun gue los vectorEs,, v, w} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 se cruzan, respectivamente.

Los vectoresv,, v, w} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

1 1 -4
Rang {v;,vo,w}=>|1 1 0|=-24+8-4-2=0=
-1 -2 2

— — —> —_— — — .
= Rang {v,,v;,W} = 2 = v,,v,,W son coplanarios = r y s se cortan.

: . o /7
Un punto genérico de la reatdiene la siguiente ex—\qA C/
presion:P(—1,4 + 1, —1 — 41). s /zﬁ
N\
/
AC=[C—A] = [(~A,4+ 2 —1—42) — (=1,2,1)] = /\/\
12 N\
=(1-A42+14-2—42). DY N
/ N\

BC=[C—-B]=[(-1444+21,—-1—41) —(2,51)] =



=(=2—A4—1+1,-2—42).

Los vectoreglC y BC son perpendiculares, por lo cual, su producto escalar tiene
que ser cero:

AC-BC=0=>(1-1241-2—41)- (=2 =24, —1+1,—2—41) = 0;
—2—A+21+A%2—-2421—-21+ 22 +4+ 161+ 162% = 0;
1842+ 181 =0; 181(1+1)=0=> 1, =0,4, = —1.
L =0=C =(-0,440,-1—-0) = C,(0,4,—1).
L=—12C=(1,4—1-1+4) = (,(1,3,3).
Los puntos obtenidos son los otros dos vértices del cuadrado.

€(0,4,—1) y D(1,3,3) o bién: C(1,3,3) y D(0,4, —1).
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7°) Sea la funcidri(x) = (x + 3)5¢" ™) . L(x% — x + 2).
a) Demuestra que la funcion es continua en el interjvalo0].

b) Demuestra que existac (—1,0) tal quef’(a) = —L2. Enuncia los resultados teo-
ricos empleados y justifica su uso.

a)
La funciéng(x) = (x + 3)%¢" ™) es continua efi-1,0] por ser una funcion
exponencial de base positiva y exponente real.

h(x) = L(x?> — x + 2) es mon6tona creciente en su dominio, que es R por ser
x?—x+2>0,Vx € R, por lo cual es continua ¢r1, 0].

Por serf(x) = g(x) - h(x), producto de dos funciones continuag-em, 0]:

Queda demostrado que f(x) es continua en [—1, 0].

b)
F(0)=(0+3)"°.L(0—0+2)=3°-L2=1L2.

(=D =(=1+3)*"CD L[(-1)* = (-1 + 2] =
=275 . [(14+1+2)=2° L4 = L4,

La funcionf (x) es continua efr-1, 0] y derivable er{—1, 0).

Por serf (—1) # f(0) no le es aplicable en teorema de Rolle, pero si le es apli-
cable el teorema de Lagrange (que es la generalizacion del teorema de Rolle) en

intervalo dado.

El teorema del valor medio o de Lagrange dice que “si una funcidn es continuz

enla, b] y derivable er{a, b), entoncesic € (a, b) tal quef’'(c) = %”.

ey _FO=f() _L2-L4 _ o o 1 oo
f'(c) = o) -1 = L2 L4—L2—L1 L2 =0—-L2=—-L2.

Queda demostrado que existe a € (—1,0) tal que f'(a) = —L2.

kkkkkkkkkk

10



8°) Encuentra los dos puntos en que se cortan las graficas de las siguientes funcion

f(x) = sen (nx) y g(x) = |x? — x|. Calcula el area de la region del plano encerrada
entre ambas gréficas.

La funcion de valor absoluig(x) = |x? — x| puede redefinirse de la forma si-
x’2—x six<0
guiente:g(x) = {—xz +xsi0<x<1.
x?2—x six>1

| Y4 | |
| | gx) = |x* —x

f(x) = sen (mx)

La representacion gréfica de la situacién se expresa en la figura adjunta, donc
se observan los dos puntos de interseccidon de ambas funciones, du@,$9ny
A(1,0).

X =t
fsen(nx)-dx:{dx=1.C05t_dt}=>%-cos(nx).
T

Teniendo en cuenta que en el intervdol ) todas las ordenadas de la funcién
f(x) son mayores que las correspondientes ordenadas de la fg(c)ora superficie
a calcular es la siguiente:

S = [ [f() — g@)] - dx = [[[sen (wx) — (~x* +2)] - dx =

1

1 2 1 %3 x2
= [, [sen (mx) + x —x]'dx=[—-cos(nx)+———] —
T 3 2 0
3 2 B
— [l.cosn-.'.l__l_:l_(l.coso)=l+l_l+l=l_l+z=—2n 3m+12
T 3 2 T T 3 2 T 3 2 T 61T
=5 =27 42 = 0,47 u?

61T
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