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MATEMATICAS Il Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

Realiza cuatro preguntas de las ocho que se presentan.

(a?=2)x+2y+z=a+?2
1°) Estudia el sistema de ecuaciones linepled —2)x + 4y + (a+ 1)z=a+ 6

(@*—Dx+2y+Q2—-a)z=a+\2
dependiente del parametro real resuélvelo en los casos en que es compatible. Men-
ciona el resultado tedrico empleado y justifica su uso.

Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:

a?-2 2 1 a+ 2
yM’=<a2—2 4 a+1 a+6>.

a?—2 2 2—a a++2

a*?—2 2 1
a’?—-2 4 a+1
a’*—-2 2 2-—a

M=

El rango de la matriz de coeficientes en funcion del paramedsoel siguiente:

at—2 2 1 1 1 1
|M|=<a2—2 4 a+1>=>2-(a2—2)-1 2 a+1=
at—-2 2 2-—-a 1 1 2—a

=2-(@-2)2R-a)+1+(@+1)-2-2-a)—(a+1)] =
2-(@-2)4—-2a+1+a+1-2-2+a—-a-1)=

=2-(a*-2)1-a)=0=>a, =—V2; a, =1,a; = V2.

a+—V2
Para{ a+1 ;= RangA =Rang A’ =3 =n%incég.= S.C.D.
a#2
0 2 1 2 —/2
Paraa=—2=>M=[0 4 1-+2 6 —+2|=> Rang M’ =
2 2+V2 o0
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2 1 2 -2
={C,,C5,C) =>4 1-vV2 6-+2|=
2 2442 0

=4(4-2)+2(6-v2)-2(2-v2)(1-v2) - 2(6 - V2)(2 +V2) =
=8+12-2v2-2(2-2v2-v2+2)-2(12+6v2 - 2v2 - 2) =
=20—-2V2-2(4-3v2)-2(10+ 4V2) =

=20-2V2-8+6V2—20-8V2=-8—-4V2+ 0= Rang M’ = 3.

-1 2 1 3
Paraa=1=>M’=<—1 4 2 7 >:>RangM'=>{C1,C3,C4}=>
1 2 1 1++2
—-1 1 3
=|-1 2 7 |=-2-2V2-3-74+64+7+14V2=2—-V2%0 =
1 1 1++2
= Rang M' = 3.

Para {4 =~ 2} = Rang M = 2; Rang M' = 3 = Sistema incompatible.
a=

0 2 1 V2+2
Paraa=vV2=>M"=|0 4 14+v2 246 |=RangM' =
0 2 2—-v2 22

2 1 2++2
= {C,,C3,C} =>4 1+V2 6+2|=
2 2—-+2 242

=4V2(1+V2)+4(4—-2)+2(6 +V2) —2(1+V2)(2 +V2) — 8V2 —
—2(6+v2)(2-V2)=4V2+8+8+12+2V2-2(2+V2+2V2 +2) -
—8v2-2(12-4v2-2) =28 -2v2 - 2(4 +3v2) — 2(10 — 4V2) =
=28—-2V2-8-6V2—-20+8V2=0= Rang M' = 2.

Paraa =+2 = Rang A= Rang A’ = 2 < n%incég.= S.C.]I.




Se resuelve en primer lugar parat —/2,a # 1y a # V2 por el procedi-
miento de Gauss.

a?-2 2 1 a+2
(272 & whr are)ofEIETR
a2-2 2 2—a a+v2 o

az—-2 2 1 a+?2 s
=>< 0 2 a 4 >=>(1—a)z:\/§—2:>z=1__a.
0 0 1—a V2-2

2y + az = 4; y+%z:2; y=2—%2:2—%.‘/5‘2—4(1‘0‘)—“(\/7—2):

1-a 2(1-aq)
_ 4—-4a-av2+2a _ 4-2a-av2 _
- 2(1-aq) T 2(1-a)
(a*=2)x+2y+z=a+2; x= = =
a?-2 a?-2

_ (a+2)(A-a)-4+2a+aV2—V2+2 _ a-a’+2-2a-2+2a+avV2-V2 _ a—-a’+av2-V2
B (1-a)(a®-2) B (1-a)(a®-2) T (-a)@®-2)

_a(l-a)-V2(1-a) _ a—2 _ a—/2 NS
T (1-a)(a?-2)  a2-2 (a+v2)(a—v2) T a2z X
o1 4-2a-av2 \/_2
Soluciéon: x = P y = —aa ) %7 ,Va ER — { —/2,1, \/—}

2y +z=2+2
Resolvemos ahora pata= v2; el sistema resulgdy + (1 +v2)z = 6 + V2,
2y+(2-+V2)z=2V2

gue es compatible indeterminado. Haciemndo A y despreciando, por ejemplo, la ter-
cera ecuacion:

2y+z=2+\/§} 4y+22—4+2\/—}
4y+(1+V2)z=6++V2) -4y — (1 ++V2)z=-6 -2

522-(14V2D)z=-2+VZ 2(2-1-V2) = -24VZ z="222=

_ (2+V2)(1+V2)  —2-2V2+V2+2 2 =z =2,

= o) . 12 2y+V2=2+V2=>y=1

Solucion:x = A; y=1; z =12, V1 €ER.
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2°) El planorr pasa por los puntdd (2,0,5),P,(1,—-2,2) y P;(3,—1,2). Una esfera
con centro e’ (0, 1, —3) toca al plano en un punto Unico. Calcula el radio de la esfera
y el punto de interseccion.

Los puntos?,(2,0,5),P,(1,—-2,2) y P;(3,—1, 2) determinan los vectores:

PP, =0P,— 0P, =[(1,-2,2) - (2,0,5)] = (—1,-2,-3).

P1P3 = 0P3 - 0P1 = [(Si_li 2) - (21 0! 5)] = (1;_1; _3)

x—2 y z-=5
n(Py; PP, PPs)=| -1 -2 =3 |=0;
1 -1 =3

6(x—2)—3y+(z—-5)+2(z—-5)—3(x—2)—-3y=0;
3(x—2)—6y+3(z—5)=0;, (x—2)—2y+(z—-5) =0;
X—2—-2y+z-5=0=>n=x—-2y+z—-7=0.

Un vector normal del planoesn = (1,-2,1).

La rectar, perpendicular al planm y que contiene al centro de la esfera tiene la

x=A
siguiente expresion dada por unas ecuaciones paramétr'ﬂa{sf. =1-2A.
z=-34+41

El puntoQ de interseccion del planoy la rectar es el siguiente:

n=x—2y+z—7=0

x=A — 0.
r=ly=1-22 =2>A-201-2)+(-3+1)-7=0;
z=-3+4

X =2
A—24+41-34+1-7=0; 6/1—12=0=>/1:2:,~{y=1—4:—3 }=>
z=-34+2=-1

= Q(2,-3,-1).

El radio de la esfera es la distancia del pdh&b planor.

La distancia del punt®,(x,, o, zo) al plancdx + By + Cz + D = 0 viene dada
. . 7 _ |Ax0+By0+CZO+D| - z
por la siguiente formulad(P,, ) = 7 Aplicando la formula al punto

C(0,1,-3)yalplanot =x -2y +z—-7 = 0:




. _ l10-2:141:(=3)-7| _ |-2-3-7| _ 12 _ 12V6 _
r=dCm) = e T e T s e — 2VE

Elradio de la esfera mide 2v/6 unidades.
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x—=7

3°) Calcula las integralef: = [ ———

-ds; I, = [e** -sen (2x + 1) - dx.

11 — f x—=7

x%2+x—6

—14VT¥24 _ —14y25 _ —145
x2+x—-6=0; x= = =

> = x1=_3,x2=2.

x4+ x—6=((x+3)(x—-2).

x77 _ M | N _ MXZ2MANXHIN _ (M+N)x+(—2M+3N) M+N=1 }
x24x—6  x+3  x—2  (x+3)(x=2) x2+x—6 —2M +3N = -7

2M + 2N =2
—2M + 3N = -7

= () e (e )

xX—2 x+3 xX—2

}:>51v=—5; N=-1=>M=2.

(x+3)? 1C.
|x—2]

=2-Llx+3|—-Llx—2|+C=1L

- 2
11:f x=7 dx:L(x+3)

x24+x—6 [x—2]

+C.

I, =[e* - -sen(2x+1) -dx >

u=e* s>du=2-e*-dx
= 1 =
dv=sen(2x+1)'dx—>v=—E-cos(2x+1)

:—ezx-%-cos(2x+1)+f%-cos(2x+1)-2-ezx-dx=
=—%-ezx-cos(2x+1)-dx+fezx-cos(2x+1)-dx:
= —%ezx-cos Cx+1D+4. (M

A= [e*-cos(2x+1)-dx=

u=e* >du=2-e*-dx
= 1 =
dv=cos(2x+1)-dx—>v=E-sen(2x+1)

:ezx-%-sen(2x+1)—f%-sen(2x+1)-2-ezx-dx=



=%ezx-sen(2x+1)—fezx-sen(2x+1)-dx:%ezx-sen(2x+1)—12 = A.
Sustituyendo en (*) el valor hallado de
1 2x 1 2x
I, = —-e** - cos 2x+1)+ [Ee -sen (2x+ 1) —12];
I, = —%ezx -cos 2x +1) +%ezx -sen 2x +1) — I,;
21, = —%ezx -cos 2x+ 1) +%ezx -sen (2x+1) + C.

I, =[e* -sen(2x+1)-dx ==-e* -[sen (2x + 1) — cos (2x + 1)] + C.

I
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1 x242

—+1L
4°) Sea la funciéfi(x) = {3 2 ’
? Si x = 1

si x<1

a) Demuestra que la funcion es derivable en R.

b) Demuestra que exista€ (0, 2) tal quef’(a) = 1. Enuncia los resultados tedéricos
empleados vy justifica su uso.

a)

Para que una funcién sea derivable en un punto es condicidn necesaria que s
continua en ese punto, por lo cual, antes de estudiar su derivabilidad se estudia su c«
tinuidad.

La funcionf (x) es continua en R, excepto para 1, cuya continuidad es du-
dosa; se estudia a continuacion.

Una funcién es continua en un punto cuando sus limites por la izquierda y por I:
derecha existen y son iguales e iguales al valor de la funcion en ese punto.

242 1
lim f(x) = lim Egy =
Parax =1 = {*1 x—>1£§ ) 3 ) =
lim G0 = lim% =1 = (1)

= lir?_f(x) = lir{1+ f(x) = f(1) = La funciénf(x) es continua en R.
x— x—

La funcionf(x) es derivable en R, excepto para 1 cuya derivabilidad se
estudia a continuacion.

Una funcién es derivable en un punto cuando sus derivadas por la izquierda
por la derecha son iguales en ese punto.

si x<1
=
si x>1

l; xZ+2 Slx<1 (*) 1
ffix) =47, >x=0=f'()=
3 si x=>1

WINWIN

= f'(17) = f'(1%) = Queda demostrado que f(x) es derivable en R.

2X
x242°

2
(") g =z +LE 2=+ L(x2+2)— L3> g'(x) =

b)
2X
x242

six <1
La funcionf’(x) = es continua en R, excepto para 1, cuya

2 )
Ex six=>1



continuidad es dudosa; se estudia a continuacion.

llmf(x)—llm 3 %
Parax =1>= 1x%
Jim 1160 = I =5 = /')

= lir?_f’(x) = lir£1+ f'(x) = f'(1) = Lafuncionf’(x) es continua en R,
X— X—

Considerando la funciamn(x) = f'(x) — 1, que es continua en R por ser la suma
de dos funciones continuas en R, le es aplicable el teorema de Bolzano a cualqui
intervalo finito que se considere.

Aplicando el teorema de Bolzano a la funcidm) el intervalo dadqo, 2):

g0 =f(0)-1==2 ~1=-1<0.

, 2:2 4 1
@ =f@-1=2-1=t-1=1>0.

3

Lo anterior demuestra que la funci@fx) se anula en, al menos, un punto en el
intervalo(0, 2), es decir:

g@=0=f'(@)—1=0= f'(a) = 0.

Queda demostrado que Ja € (0, 2) tal que f'(a) = 0.
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2 -1
-1 1
), determina la matriB.

5°) Sabiendo que la inversa de la matriesA™! = (

-6 1

matrizA-B es(4-B)™! = ( 10

La inversa de la inversa de una matriz es la propia matriz:

-1

[(4-B =7 ;) =4-B.

1 O

Se obtiene esta inversa por el método de Gauss:

[(A-B)‘1/1]=(_16 (1)(1) (1))=>{F1‘—’F2}=>(_16 (1)(1) (1))

>R R+ery=s (0 Y] H=w@-nt=0 =48

a7t} H)=4at-a-B=1-B=B

p=a (0 =5 )0 == )

k*kkkkkkkkk
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6°) Calcula la ecuacion continua de la rectabiendo que corta perpendicularmente a
. _(x+2y+z—-1=0 _x+2 y  z+3

I iguientes rectas:= =— ===,

as siguientes rectas {x+32_7:0 ys == - =

La expresion de por unas ecuaciones paramétricas es la siguiente:

r={f A=l s x =73k 2y=1-x-2z=

x+3z—-7=0
x=7-—3A
=1-7431-1=-6+4+21=2y=-34+1=>r={y=-3+A1
z=A

Un punto y un vector director de la reetaonA(7,—3,0) y v, = (-=3,1,1).

Un punto y un vector director de la restaonB(—2,0,—3) y v, = (2,1, 0).

Los vectore®,. y v, son linealmente independientes por no ser proporcionales
sus componentes; esto implica que las rectas se cortan o se cruzan. Para diferen-

ciar el caso hacemos lo siguiente:

Se considera el vectdrque tiene como origen el puntce r y extremo el punto
Bes:@=0B—0A4=[B-A4]=[(-2,0-3)—(7,-3,0)] = (-9,3,-3).

Segun que los vectorgs’, v, @} sean o no coplanarios las reotass se cortan
0 Se cruzan, respectivamente.

Los vectoregv,, v, @} son coplanarios cuando el rango del determinante que
forman es cero y las rectas r y s se cortan; en caso contrario, se cruzan.

=9+6+9+6=30¥0=>

Rang {v;, v, a} =




Un vectorw perpendicular a los vectores y v, es cualquiera que sea lineal-
mente dependiente del producto vectorial de estos vectores:

. i j k
w=vAv,=(-3 1 1|=2j-3k—-2k—i=—-i+2j—5k>
2 1 0

>w=(1,-2,5).

Determinamos dos planasy n; de las siguientes caracteristicas:

x—7 y+3 z
m,(4; vy, w)=| =3 1 1[ = 0;
1 -2 5

5(x—7)+(W+3)+6z—z+2(x+7)+15(y+3) =0;

7(x—7)+16(y+3)+5z2=0; 7x —49+16y+48+5z2=0>

>m =7x+16y+5z—1=0.

x+2 y z+3
m,(B; vs,w) =| 2 1 0 |=0;
1 -2 5

5(x+2)—4(z+3)—(z+3)—10y=0; 5(x+2)—10y—-5(z+3) =0;

x+2)—2y—(2z+4+3)=0x+2—-2y—2z—-3=0=>m,=x—-2y—2z—1=0.

7x +16y+5z—1=0

La recta pedida t es la interseccion de los planos obtenidos anterionmente,
2. ={Jc—2y—2—1=0

Para expresar t en funcién continua hacemnesi:

7x +5z=1—-16A) 7x+5z=1—-164 PR S |
x—z=1+21}5x—52=5+1m}$12x_6 64; x=3-34

7x +5z=1-164 7x +5z=1—-—16A L 1
x—z=1+2/’l}—7x+7z:_7_141}:>122— 6—304 z= > Z)l

A

1
2 1
A 2

U
(\'.
[l
N < &
Il
N |-

1 5 2 2
—==21
2 2

La expresion de t dada por unas ecuaciones continuas es la siguiente:



Nota: Se debe tener en cuenta que un vector directoesig = (—1, 2, —5).

kkkkkkkkkk



7°) Calcula los extremos absolutos de la fungipn) = e™ - sen (mx) en el intervalo
1 . , . . ‘g
[5, 2]. Menciona el resultado teérico empleado y justifica su uso.

La funcionf (x) es continua en R por ser el producto de dos funciones que son
continuas en R.

f'(x) = me™ - sen (nx) + e™m - cos (mx) = me™ - [sen (mx) + cos (mx)].
f'(x) =0=me™ : [sen (mx) + cos (nx)] = 0. Siendore™ + 0,Vx ER =

= sen (mx) + cos (mx) = 0; sen (mx) = —cos (mx). Dividiendo porcos (mx):

sen (nx) _ —cos (nx)

tg (nx) = —-1= {en E,Z]} =>x, = E,xl = Z.

cos (mx)  cos (mx) ’ 4

Las raices corresponden a los angulos de 135° y 315°, respectivamente por q
la unidad es el radian.

Para diferenciar los maximos de los minimos se recurre a la segunda derivada

f"(x) = m%e™ - [sen (nx) + cos (mx)] + me™ - [mcos (nx) — nsen (mx)] =

= m2e™ - [sen (mx) + cos (mx)] + w2e™ - [cos (mx) — sen (mx)] =

— 72,TX

w2e™ . [sen (mx) + cos (mx) + cos (mx) — sen (wx)] = 2m2e™ - cos (mx).

(3 23_71 3m 23_7T ‘/E Aari 3
f (Z)=2TL’ e 4 'COST=2TL’ e 4 -(—?)<0:>Maxlmoparax=z.

3

3T
31T 2
3T 3Im e4 /2 , . 3 e4+/2
f(é) =e4 -sen — = = MAax.relativo: P | =, .
4 4 2 4’ 2

7T

(7 27—77: 77T 2— \/E 7 . 7
f (Z)=2T[ e+ 'COST=2T[ e+ -7>0=>M1mm0parax=2.

7T

3T
7T 4 K
m . e r 7 ) ] 7 ed 2
f(Z) =e4+ -SeN — = — = Min.relativo: Q =, .
4 4 2 4 2

Para determinar si estos puntos maximo y minimo son absolutos hemos de cor
probar los valores de la funcién en los extremos del intervalo:

f(%):e?-sen%:ef-l=€554,81.

@)= e%n - sen %ﬂ = 7,46.



3m
Maximo absoluto: P <3 ¢t '\/E).

4’ 2

7m
() =-2= 17264

2

f(2) = e?™ - sen (2m) = 0.

Minimo absoluto: Q (%, —
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8°) Sean las funcionggx) = g + 1y g(x) =+vx— 2+ 2. Encuentra los dos puntos

en los que se cortan sus graficas, y calcula el area de la regién del plano encerrada el
ambas funciones.

Los puntos de corte de dos funciones tienen por abscisas las raices de la ecuac
gue resulta de la igualacion de sus expresiones.

Q) =g =>>+1=Va—2+2 T-1=Vx-2 Vx—2="3;

2_ —
x—2=""" 4 —8=x? —dx+ 4 x2—Bx+12=0; x="20C=

:Si;/R=8§_4:4i2$x1:2,x2=6.

En el intervala(2, 6) las dos funciones son continuas y teniendo en cuanta que

H=241=2
f3) 2 2 = f(x) < g(x) y que en el mencio-

gB3)=v3—-2+2=3
nado intervalo son positivas las ordenadas de ambas funciones, la superficie a calcu
es la siguiente:

parax = 3 € (2,6) es

S = f26[g(x)—f(x)]-dx = f26 [(m+ 2)—(§+ 1)]-dx =
(T t) e [ (T2 41)

1 o 2 6 OVP S rvo 2 6
= [J|c—27-2+1| dx = !(xf)z —x—+x] = [FEEEE Ly =
2 2 4 , 3 4 )

(2 he) - (BT 42)=2-946-0+1-2=2-4=1
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