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MATEMATICAS lI Tiempo maximo: 1 horas y 30 minutos

OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno debera responder a una sola de las
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuacion de las dos cuestiones de
bloque es la misma.

BLOQUE 1

1°) a ) Estudiar si los vectores =(2, 1, -1) y v, =(1, -1, 1) son linealmente inde-
pendientes.

b ) Escribir la relacién que deben verificar las coordenadas de un veetfs, b, c)
para que sea combinacion lineal de los vectafesy v, .

a)
Dos vectores son linealmente dependientes cuando sus componentes son pr
cionales:

— — 2,1 _-1
=(2 -1 = -11 .
v=(21-1)y v, =(1-11)= 25

Los vectoresﬁ y? son linealmeng independiates

b)

Tres vectores son linealmente dependientes (coplanarios) cuando el rango
conjunto que determinan es menor que tres, o sea, que el determinante que deterr
Sus componentes es cero.

a b c
Rango{?,f,f}<3:> 2 1 -1/=0;;, a2c-b-c-a-d=0;;,--X=0
1 -1 1
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Los vectore§ v —y yz} son linealment dependientescuandob+c =0
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2°) a ) Enunciar el Teorema de Rouché-Frobenius.

b ) Discutir, en funcion de los valores de los parametros a y b, el sistema de ecuaci
2x+ay+z=1

lineales: x+ y+az=b .
X—y+z=3

a)
El Teorema de Rouché-Frobenius puede enunciarse del modo siguiente:

La condicion necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones ct
incognitas tenga solucién es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes c«
rango de la matriz ampliada con los términos independientes.

Si el rango es igual al nimero de incognitas el sistema es compatible determina

Si el rango es menor que el nimero de incégnitas el sistema es compatible ind
minado.

En el caso particular de un sistema homogéneo, la condicién necesaria y sufic
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coefici
sea menor que el numero de incognitas. La condicién necesaria y suficiente para q
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incognitas sea compatible es que el de
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo.

b)
Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes:
2 a 1 2 a 11
M=l1 1 alyM'=[1 1 ab
1 -11 1 -1 1 3
El rango de M en funcion del parametro a es el siguiente:
2 a 1
IM|=|1 1 a|=2-1+ §-1+2a-a=d +a=al@+)=0;,8=0;4a,=-1
1 -11
Para {aa;_%} = Rango M= Rango M'= 3= rf incég = Compatible Determinado

Para los valores de a determinados y en funcién de b, el rango de M’ es el
guiente:



11
Paraa=0= M'=s| 1 0 bl = {c =cC,+2C,} = Rangode M' =
1 3

1 -1
0O 11
=11 0 b=1-b-3=-b-2=0;; b=-2
-1 1 3

Para {ba;_g} = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatibbe

Para {ba::_(;} = Rango M= Rango M'= 2< rP inc6g. = Compatible Indetrminado

2 -1 1 1
Paraa=-1= M'=|1 1 -1 b|= {C,=-C,} = Rangode M' =
1-11 3
2 -1 1
= (1 1 b|=6 +b-1 D+3=b+7=0;;b=-7
1 -13

Para {g;j} = RangoM =2 ;; Rango M'=3 = Incompatilde

Para {g:_%} = Rango M= Rango M'= 2< rP inc6g = Compatible Indetrminado
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BLOQUE 2

X=5+t
1°) Encontrar la ecuacion de la recta s perpendicular comun de lasrectgs= 6+t
z=-1+t
X=1+t
yr,=qy=
z=-1-t

Para determinar la recta r, perpendicular comin vamos a seguir el siguiente |
cedimiento, que ademas se ilustra con el grafico adjunto:

1.- Determinamos los puntosdr y BOs: A(5,6,-1)y B(1, 0, -1).

2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas:(1, 1, 1) y v, = (1, 1, -1).

3.- Obtenemos un vectow , perpendicular a;, y v, :

—_—

k
w=v,Ov, =[1 1
1

=i +j+k-k-i+j=-2+2] > w=(-110)

PR —

-1
4.- Determinamos los planas y 7,, de la forma siguiente:
X-5 y-6 z+1
als oWzl 1 1 1= 0u-(y (2 D+ (z+ - (x-5)=0

-1 1 0

- x- y— 6+ 22+ 1=0 ;; - X+ 5~ y+ 6+ 22+2=0;;, 1, = x+ y—-22-13=0
1




7T2(B; Va, W)E 1 1 -1|=0;; y+(Z+])+(Z+])+(X—l):O -

(x= )+ y+ 82+ 3= 0;; x- 1+ y+22+2=0;; 1, = x+ y+22+1=0

La recta pedida s, es la que determinan los planos 7, en su interseccion:

_ X+ y-2-13=0
| x+y+2z+1=0
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2°) a ) Estudiar si la recta= {;: i’ =0 y el planon = x+y +2z =4 son o no paralelos.

b ) Encontrar la ecuacion general del planaue contiene a la recta r y es perpendicu-
lar al planon .

El planon y la recta r son paralelos cuando el vector normal del plano y el vect
director de la recta son perpendiculares.

Un vector normal del plana puede sem = (1, 1, 1).

Para determinar un vector director de la recta la expresamos mediante unas e
ciones parameétricas:

X+ V=0 X=-A 7N
E{z—i/ = y=A;;x=-A = r={y=1 = v=(-110).
£ — 4 Z:1

Sabiendo que dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar ¢
ro:

—_—

v n=(- 113,p(119=-1+1+0=0

La recta r y el plano n son paralelos

b)

El plano 7' puede determinarse por los vectores (-1, 1, 0) y n=(1 1 1) y
por un punto cualquiera de larectar.

Un punto de larectar es, por ejemplo, parao, P(0, O, 1).

X
7(p v, W)=|-1
1

z-1
0 =05 x(z3-(zJ+y=0;x+y-2Az-1)=0;;
1

PR <

n= x+y-22+2=0
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BLOQUE 3

1°) Las curvasy=+/ x e y=x? se cortan en los puntos P y Q. Encontrar el punto A qu

esta situado sobre la curye= v/x , entre P y Q, y que determina con P y Q un tridngulc
PAQ de area maxima.

Los puntos de corte de las curvas son las soluciones del sistema de ecuaci
que forman:

Y4
1 YZVXL o Ix= ® ;i x=x ;i x*=x=0
. S 7Q  y=x } i i
y=X
4 x, =0~ P(0, 0)
¥ x(x*-1)=0 =
. x,=1-Q(L 1)
P T X
La recta r que pasa por los puntos P
r /x yQesr=x-y=0.
y=+X
El punto A, por pertenecer a la curva
y=+/x, tiene por expresiom{x, Vx).

Sabiendo que la distancia de un punto C(m, n) a una recta s de ecuacion gel
Amt+ Bn+C

N A? +B?

mula al puntoA(x, &) y alarecta =x-y=0, resulta:

s= Ax+By+C =0 viene dada por la férmuld = . Aplicando esta for-

1%—LJ§

7 +(-12)°

d=

\/5 \/—( X= X) (Siendox<1 es x<\/§)

Para que el area del triangulo pedido (sombreado en la figura) sea maxima es
cesario que su altura h sea lo mayor posible, ya que la base del triangulo, que es e
mento PQ, es constante.

La distancia maxima (h) sera para el valor de x que anule la derivada:

1 1 1 1
d'= 1-——[=0=>1-——=0;; —=1;; Yx== = x>0 = x=
f( 2fj 2J/x 2Jx 2

El punters:y:\/izl =X A{l, lj
4 2 4 2

NlpER




El area del triangulo es la siguiente:

h:d[z}:E :\/E. 2 :4\/528:h

2 4

1(1 1) 1 2-1_ 1 _2

La base del triangulo e®Q =+/2, con lo cual, es area pedida es la siguiente:
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2°) Se considera la curva= x* - x> —6x. Se pide:

a ) Estudiar sus simetrias, cortes con los ejes y regiones.

b ) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento.

c ) Determinar los valores de x para los que pueden existir maximos y minimos.

d ) Hacer su representacion grafica aproximada.

a)

Se trata de una funcidn polinébmica, por lo tanto esta definida en todo el can
real.

La funcion no es par ni impar, por tanto, no tiene ningan tipo de simetrias.
Los cortes con los ejes son los siguientes puntos:

EjeOX: y=0 -~ ¥-xX-6x=0;; {x¥-x-8=0:%x=0 - 0(0, 0)

X, =3 5 A 0
_h\/1+24_1i\/2_5_1i5:> 2 (3.0

X*=x-6=0;; x=
2 ? 2 |x=-2- B(-20

Eje OY: x=0 - 0(0, 0)

Una region de una curva es la porcion limitada entre dos lineas verticales, po
cual, como la funcion es polinGmica no tiene ningun tipo de asintotas, por lo cual car
de regiones.

b)
Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento estudiamos la d
vada de la funcién:

y= ¥ - X-6 nYy=0=> A -2X-6=0 X = 24 ':+72: 2i(;/7_6: Ziémz

PR =T N %=

2+4/19 2+4/19 2-+19
3

Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento consideramos
valor sencillo, por ejemplo para x = 0, que resyl{@) <0, de lo cual se deduce que:



Creciente= (— 00, 2_;/@} [ ( 2+;/E, + OOJ

Decreciergd = ( 2_:;/@, 2+;/Ej

c)

Una funcién tiene un maximo o un minimo relativo para los valores que anulan
: . 2++/19 2-+/19
primera derivada. En el caso que nos ocupa gata——— y X

2 - .

3

Para diferenciar el caso recurrimos a la segunda deriyadax - 2.

Y ey = 6 24419 _ 2 4 2/19- 2= 2+ 2/19>0= Minimo para x = 2+4/19
&5
y”[z_mJ:G. 2_?:/1—9_ z 4 219 2= 2- 2/19<0= Méaximo para x = 2_3\’/E
3

Con los datos anteriores podemos hacer una representacion aproximada de le
va, que es la grafica que sigue.

/\ y= X = X =6x

Xv

[© ° /°
/ \/

*kkkkkkkkk




BLOQUE 4

1°) Justificar con argumentos geométricos que si f y g son funciones continuas y po
vas en [a, b] yf(x) < g(x) para todo x de dicho intervalo, entonces se cumple la s

guiente desigualdad: {3 - dx< [ d(x) - dx.

b ) Demostrar que si m es un nimero cualquiera mayor que 1 y k un nimero nat
k

, T X<+
cualquiera, se cumple qup:, a dx<m.
1 X +

+1

a)
v 4 Como puede apreciarse en
el dibujo adjunto, la superficie
spsssiteans limitada por la grafica de g(x),

9(x) que es la suma de las areas/S

7 :
/6\ $;, es igual o mayor (en este ca-

SO0 mayor) que la superficie limi-

tada por f(x), que es la superficie
de rayado simple denominada
= S, en el intervalo [a, b], donde

: ' las ordenadas de g(x) son igua-
o) a b % les o mayores que las de f(x).

b)

k
. X+1
Parax > 1 es“* > x*, por lo tanto Serdy = < 1, de lo que se deduce que:
X

m k + m m k +
J‘kal ' dX<f1' dx=[x =m-1;; kal_l -dx+1<m, de lo que se deduce que:
1 XTT+1 4 T X+

m

I Xk +1
Xk+14'1

1

-dx< m cqd.
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2
2°) Encontrar el area de la region determinada por la qung—z, el eje OX y las
- X

rectasx=1y x=-1.

La funcidn esta definida para cualquier valor real de x, excepto para los valo
que anulan el denominador, que son x =2y x = -2.

2

) lim X . .,
Teniendo en cuenta que Ny = -1, que las derivadas de la funcion son:
X —» oo 4—=X

v 2x(4- %)= x*-(-2x) _ 8x-2x+2x* _ 8 —y
(a-xf a-xf  (a-x)

y'= $4_ X2)2 - 8>‘{2(4_ XZ)(‘ 2X)] _ 44— X2)+32x2 _32-82 +32x% _ 32+24x* _

(4—x2)4 (4—x2)3 B (4—x2)3 (4—x2)3 B

y= 0= 8=0;; x=0 ;; y"(O):j—‘32>O — Minimo para x= 0= O(0, 0)

La representacion grafica, aproximada de la funcion es la siguiente:

oyt

f(x)

.................................................................................................

Teniendo en cuenta la simetria con respecto al eje OY, el area pedida es:

lf() d 1 X2
S= 2. . =2.
{ x) -dx !4_)(

7 dx (%)

Resolvemos la integral indefinida:



|:J' X’ -dx=—j X’ -dx:—J'Xz_—iHA'-dx:—J'(l+ 4 ].dx:

4-x° ! X* -4 x* -4
1 1
=—[dx-4 cdx= -x -4 ——— -dx ;;
R PRl G ) o v B
1 _ A B _ Ax-2A+Bx+2B _ ( A+ B)x+(- 2A+2B)
= + = = =
(x+9(x-2) x+2 x-2 (x+2)(x-2) (x+2)(x-2)
_ A+B=0 [-2A-2B=0_ _, \_ .. o-_1.p_1
-2A+2B=1 |-2A+2B=1 T R y Ty

1
ey

X+2
X—=2

=—x+ U x+2|- L x-2|=-x+L

Sustituyendo el valor de | en (*) queda:

2 X+2

1
} = 2-(—1+L
2 0

X
4 - x?

X_

)

= f +1 -3 )2 4- 4L 3 )& 2(L 3 W0 2{10-)=020r =S

1
5:2-j -dx:Z{—x+L
0
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