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MATEMÁTICAS II         Tiempo máximo:   1 horas y 30 minutos 
 
 
OBSERVACIONES IMPORTANTES: El alumno deberá responder a una sola de las dos 
cuestiones de cada uno de los bloques. La puntuación de las dos cuestiones de cada 
bloque es la misma.  
 
 
BLOQUE 1 
 
1º) a ) Estudiar si los vectores ( ) ( )1,1,11,1,2 21 −=−= vyv  son linealmente inde-
pendientes. 
 
b ) Escribir la relación que deben verificar las coordenadas de un vector ( )cbav ,,=  

para que sea combinación lineal de los vectores 21 vyv . 
 

---------- 
a ) 
 Dos vectores son linealmente dependientes cuando sus componentes son propor-
cionales: 
 

 ( ) ( )
1

1

1

1

1

2
1,1,11,1,2 21

−=
−

≠⇒−=−= vyv  

 
ntesindependieelinealmentsonvyvvectoresLos 21  

 
b ) 
 Tres vectores son linealmente dependientes (coplanarios) cuando el rango del 
conjunto que determinan es menor que tres, o sea, que el determinante que determinan 
sus componentes es cero. 
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2º) a ) Enunciar el Teorema de Rouché-Fröbenius. 
 
b ) Discutir, en función de los valores de los parámetros a y b, el sistema de ecuaciones 

lineales 
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---------- 
 
a ) 
 El Teorema de Rouché-Fröbenius puede enunciarse del modo siguiente: 
 
 La condición necesaria y suficiente para que un sistema de m ecuaciones con n 
incógnitas tenga solución es que coincida el rango de la matriz de los coeficientes con el 
rango de la matriz ampliada con los términos independientes. 
 
       Si el rango es igual al número de incógnitas el sistema es compatible determinado. 
 
       Si el rango es menor que el número de incógnitas el sistema es compatible indeter-
minado. 
 
 En el caso particular de un sistema homogéneo, la condición necesaria y suficien-
te para que un sistema sea compatible es que el rango de la matriz de los coeficientes 
sea menor que el número de incógnitas. La condición necesaria y suficiente para que un 
sistema de n ecuaciones homogéneas con n incógnitas sea compatible es que el determi-
nante de la matriz de los coeficientes sea nulo. 
 
b ) 
 Las matrices de coeficientes y ampliada son las siguientes: 
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 El rango de M en función del parámetro a es el siguiente: 
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 Para los valores de a determinados y en función de b, el rango de M’ es el si-
guiente: 
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BLOQUE 2 
 

1º) Encontrar la ecuación de la recta s perpendicular común de las rectas 
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---------- 
 
 Para determinar la recta r, perpendicular común vamos a seguir el siguiente pro-
cedimiento, que además se ilustra con el gráfico adjunto: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1.- Determinamos los puntos sByrA ∈∈ :   A(5, 6, -1) y B(1, 0, -1). 
 
2.- Hallamos unos vectores directores de las rectas:  ( ) ( )1,1,11,1,1 21 −== vyv . 

 
3.- Obtenemos un vector w , perpendicular a 21 vyv : 
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4.- Determinamos los planos 21 ππ y , de la forma siguiente: 
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 La recta pedida s, es la que determinan los planos 21 ππ y  en su intersección: 
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2º) a ) Estudiar si la recta 




=
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1
0
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yx

r  y el plano 4=++≡ zyxπ  son o no paralelos. 

 
b ) Encontrar la ecuación general del plano 'π  que contiene a la recta r y es perpendicu-
lar al plano π . 

---------- 
 
 El plano π  y la recta r son paralelos cuando el vector normal del plano y el vector 
director de la recta son perpendiculares. 
 
 Un vector normal del plano π  puede ser ( )1,1,1=n . 

 
 Para determinar un vector director de la recta la expresamos mediante unas ecua-
ciones paramétricas: 
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 Sabiendo que dos vectores son perpendiculares cuando su producto escalar es ce-
ro: 
 
 ( ) ( ) 00111,1,1·0,1,1· =++−=−=nv  
 

paralelossonplanoelyrrectaLa π  

 
 
b ) 
 
 El plano 'π  puede determinarse por los vectores ( ) ( )1,1,10,1,1 =−= nyv  y 
por un punto cualquiera de la recta r. 
 
 Un punto de la recta r es, por ejemplo, para 0=λ , P(0, 0, 1). 
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BLOQUE 3 
 
1º) Las curvas 2xyexy ==  se cortan en los puntos P y Q. Encontrar el punto A que 

está situado sobre la curva xy = , entre P y Q, y que determina con P y Q un triángulo 
PAQ de área máxima. 

---------- 
 
 Los puntos de corte de las curvas son las soluciones del sistema de ecuaciones 
que forman: 
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 La recta r que pasa por los puntos P 
y Q es 0=−≡ yxr . 
 
 El punto A, por pertenecer a la curva 

xy = , tiene por expresión ( )xxA , . 
 

 Sabiendo que la distancia de un punto C(m, n) a una recta s de ecuación general 

0=++≡ CByAxs  viene dada por la fórmula 
22 BA

CBnAm
d

+
++= . Aplicando está fór-

mula al punto ( )xxA ,  y a la recta 0=−≡ yxr , resulta: 
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 Para que el área del triángulo pedido (sombreado en la figura) sea máxima es ne-
cesario que su altura h sea lo mayor posible, ya que la base del triángulo, que es el seg-
mento PQ, es constante. 
 
 La distancia máxima (h) será para el valor de x que anule la derivada: 
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 El punto A es: 
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 El área del triángulo es la siguiente: 
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 La base del triángulo es: 2=PQ , con lo cual, es área pedida es la siguiente: 
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2º) Se considera la curva xxxy 623 −−= . Se pide: 
 
a ) Estudiar sus simetrías, cortes con los ejes y regiones. 
 
b ) Determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento. 
 
c ) Determinar los valores de x para los que pueden existir máximos y mínimos. 
 
d ) Hacer su representación gráfica aproximada. 
 

---------- 
a ) 
 
 Se trata de una función polinómica, por lo tanto está definida en todo el campo 
real. 
 
 La función no es par ni impar, por tanto, no tiene ningún tipo de simetrías. 
 
 Los cortes con los ejes son los siguientes puntos: 
 
Eje OX: ( ) ( )0,00;;06;;060 1
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Eje OY: ( )0,00 Ox →=  

 
 Una región de una curva es la porción limitada entre dos líneas verticales, por lo 
cual, como la función es polinómica no tiene ningún tipo de asíntotas, por lo cual carece 
de regiones. 
 
 
b ) 
 Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento estudiamos la deri-
vada de la función: 
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 Para determinar los intervalos de crecimiento y decrecimiento consideramos un 
valor sencillo, por ejemplo para x = 0, que resulta ( ) 00' <y , de lo cual se deduce que: 

www.yo
qu

ier
oa

pro
ba

r.e
s



 









∞++∪







 −∞−⇒ ,
3

192

3

192
,Creciente  

 








 +−
⇒

3

192
,

3

192
eDecrecient  

 
c ) 
  
 Una función tiene un máximo o un mínimo relativo para los valores que anulan la 

primera derivada. En el caso que nos ocupa para 
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 Para diferenciar el caso recurrimos a la segunda derivada: 26'' −= xy . 
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d ) 
 
 Con los datos anteriores podemos hacer una representación aproximada de la cur-
va, que es la gráfica que sigue. 
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BLOQUE 4 
 
1º) Justificar con argumentos geométricos que si f y g son funciones continuas y positi-
vas en [a, b] y ( ) ( )xgxf ≤  para todo x de dicho intervalo, entonces se cumple la si-

guiente desigualdad: ( ) ( )∫∫ ≤
b

a

b

a

dxxgdxxf ·· . 

 
b ) Demostrar que si m es un número cualquiera mayor que 1 y k un número natural 

cualquiera, se cumple que: ∫ <
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----------  
a ) 

 Como puede apreciarse en 
el dibujo adjunto, la superficie 
limitada por la gráfica de g(x), 
que es la suma de las áreas S1 y 
S2, es igual o mayor (en este ca-
so mayor) que la superficie limi-
tada por f(x), que es la superficie 
de rayado simple denominada 
S2, en el intervalo [a, b], donde 
las ordenadas de g(x) son igua-
les o mayores que las de f(x). 
 
 

b ) 

 Para x > 1 es kk xx >+1 , por lo tanto será 1
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2º) Encontrar el área de la región determinada por la curva 
2

2

4 x

x
y

−
= , el eje OX y las 

rectas 11 −== xyx . 
 

---------- 
 
 La función está definida para cualquier valor real de x, excepto para los valores 
que anulan el denominador, que son x = 2 y x = -2. 
 

 Teniendo en cuenta que 1
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 La representación gráfica, aproximada de la función es la siguiente: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Teniendo en cuenta la simetría con respecto al eje OY, el área pedida es: 
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 Resolvemos la integral indefinida: 
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 Sustituyendo el valor de I en (*) queda: 
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